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Kapitel 1

Einfiihrung

Definition (Moderne Physik). Die moderne Physik steht im Gegensatz zur
,Klassischen Physik“, die bis Anfang des ersten Viertel des 20. Jahrhunderts
vorherrschend war. Die klassische Physik besteht im Wesentlichen aus der New-
tonschen Mechanik und der Maxwellschen Elektrodynamik. Das vorherrschende
Paradigma in diesem Zweig der Physik ist und war, dass alles im Prinzip be-
rechenbar ist, solange man die Anfangsbedingungen kennt und damit auch die
zeitliche Entwicklung eines Systems vorhersagen kann.

Aber: Experimente zeigten im Laufe der Zeit immer mehr Widerspriiche zur
klassischen Physik. Im Folgenden werden ein paar von ihnen angegeben:

Michelson-Morley Es wurde gezeigt, dass es keinen ,, Ather“ gibt, durch den
sich das Licht bewegt und dass die Lichtgeschwindigkeit konstant ist.

— Spezielle Relativititstheorie auf die in einem spédteren Kapitel noch
eingegangen wird.

Diskrete Emissionsspektren (Spektrallinien) sind bei Strahlung emittie-
renden Objekten messbar.

Welleneigenschaft von Teilchen vgl. Spaltexperimente mit Elektronen ®, es

entsteht ein Widerspruch zur klassischen Physik, denn es sind nur die
Wabhrscheinlichkeiten vorhersagbar mit der sich ein Elektron zu einem
bestimmten Zeitpunkt an einem bestimmten Ort befindet.

Teilcheneigenschaften von Lichtwellen vgl. Photoelektrischer-Effekt

1 Aufbau: Elektronen werden auf einen Doppelspalt ,, geschossen®. Dahinter befindet sich
in einiger Entfernung ein Detektor. Klassisch wiirde man erwarten, dass ein Elektron ein
Teilchen ist und damit der Detektor nur auf zwei schmalen Streifen Elektronen detektiert. Im
Experiment detektiert man dagegen ein Interferenzmuster, das an jenes von Wellen erinnert.
Vgl. Wikipedia


http://de.wikipedia.org/wiki/Photoelektrischer_Effekt
http://de.wikipedia.org/wiki/Doppelspaltexperiment
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Schwarzkorperspektrum Die Abhéangigkeit des emittierten Lichtspektrums
eines Korpers oder Gases von der Temperatur. Das (rein gedankliche)
Schwarzkorperspektrum widerspricht der Boltzmann-Verteilung. Daraus
folgerte Planck, dass die untersuchten Teilchen (des Gases oder Korpers)
ununterscheidbar oder identisch sind.

— Quantenphysik auf die in einem spéateren Kapitel noch eingegangen wird.

Das néchste Kapitel behandelt die klassische Mechanik (ein Teilgebiet der klas-
sischen Physik), da diese notwendig zum Verstindnis der modernen Physik
ist.



Kapitel 2

Klassische Mechanik

2.1 Abriss der Newtonsche Mechanik

Problemstellung der Mechanik Fiir ein System von N Massepunkten m;
sind die jeweiligen Orte 7; und Geschwindigkeiten v; zur Zeit tg gegeben. Es
wirken die dufleren Kréafte F‘z auf die Teilchen und die Krafte ﬁij zwischen den
Teilchen ¢ und j. Wie lauten nun die kinematischen Grofien 7, v; = 7;(t) fir
beliebige Zeiten ¢ unter diesen Voraussetzungen? Die kinematischen Grofen 75 (t),
7;(t) und 7;(t) werden als Lésungen ordentlicher /gewohnlicher Differentialglei-
chungen gefunden — auch Bewegungsgleichungen genannt.

Definition (Kraft). Eine Kraft ist eine vektorielle, also richtungsbehaftete,
GroBe F welche die Ursache einer Bewegung ist, d.h. sie bewirkt die Anderung
des Bewegungszustandes eines Teilchens.

2.1.1 Newtonsche Gesetze

Definition (1. Gesetz Galileisches Trigheitsgesetz). Es gibt Inertialsysteme
in welchen ein kriftefreier Korper ruht oder sich geradlinig und gleichférmig
bewegt.

Definition (Trige Masse). Jeder Massepunkt setzt der Einwirkung von Kréften
einen Tragheitswiderstand entgegen, der unter anderem abhédngig von seiner
tragen Masse ist.

Definition (Impuls).
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Definition (2. Gesetz Newtonsches Bewegungsgesetz).

Definition (3. Gesetz actio = reactio).

— —

Fij = —Fj;
Die Definition der tragen Masse ist damit unabhingig von der Kraft. Hierfiir
ein Beispiel: Das Verhéltnis der Geschwindigkeiten von Massen, wenn sie jeweils
an die gleiche Feder gehdngt werden, ist unabhéngig von der auf die Massen
ausgeiibten Kraft.

Beispiele fiir Krifte

Beispiel (Gravitationskraft). Die Anziehung zwischen zwei Korpern der Masse
M und m ist

- Mm |
Fo=~y—7p-7
r
wobei 7 = % und v die Newtonsche Gravitationskonstante sind. Sofern der

Abstand und eine der Massen, ohne Beschrankung der Allgemeinheit M, konstant
ist, kann man die Formel zu F' = mg vereinfachen. g ist auf der Erde ~ 9.81 ms—2.

Als Folge daraus sind die triage und die schwere Masse eines Teilchens identisch.

Beispiel (Coulomb-Kraft). Die Coulomb-Kraft ist die Kraft zwischen zwei
elektrischen Ladungen @1 und Qs:

. 1
P Q1Qz7Q
dmeg 12

Beispiel (Lorentzkraft). Die Lorentzkraft ist die Kraft, die auf eine bewegte
Ladung ¢ wirkt, wenn sie sich in einem magnetischen und einem elektrischen
Feld befindet.

F=q(E+7xB)

Hierbei ist E das elektrische Feld, B das magnetisches Feld und v die Geschwin-
digkeit der Ladung.

Beispiel (Lineare, stets negative Kraft). Feder um Ruhelage x =0
F=alz| <0

Daraus ergibt sich ein (perfekter) harmonischer Oszillator, welcher ein wichtiges
mathematisches Beispiel fiir gebundene Systeme ist.
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Inertialsysteme

Definition (Inertialsystem). Ein Inertialsystem ist ein System, welches kréftefrei
ist. Es hat als ganzes eine gleichférmige und geradlinige Bewegung. Die Systeme
Y und ¥’ sind gleichwertig, d.h. die Gesetze der Mechanik sind gleich formuliert,
wenn sich ¥ und ¥ nur um Galilei-Transformationen unterscheiden.

Definition (Galilei-Transformation).

7 =T+ ot
Die Newtonschen Gesetze sind, wie schon angemerkt, unter Transformationen
dieser Art immer forminvariant, d.h. gleich formuliert.

Definition (Nichtinertialsysteme). Nichtinertialsysteme sind zum Beispiel Be-
schleunigte Bezugssysteme. Die Koordinaten werden in solchen Systemen nicht
gleichférmig gegeneinander verschoben. Hierdurch kommt es zu Scheinkraften.
Ein konkretes Beispiel hierfiir ist die Corioliskraft, deren Wirkung durch das
sogenannte Foucaultsche Pendel® gezeigt werden kann. Ein weiteres Beispiel ist
die Zentripetalkraft?.

2.1.2 Weitere spezielle Themen
Im folgenden ein paar Themen, welche nicht direkt in der Vorlesung behandelt
werden (wohl aber in Teilen in der Ubung), aber trotzdem wichtig sind.

e Schwingungen, z.B. geddmpfte oder erzwungene

e Mehrere Massepunkte (zum Beispiel durch Federn gekoppelt — Eigen-
schwingungen)

e Viel mehr Massepunkte — starre Korper, Bewegung 4+ Rotation — Krei-
selbewegung

Im néchsten Kapitel wird die einfache Newtonsche Mechanik um die mathemati-
schen Hilfsmittel der analytischen Mechanik erweitert.

2.1.3 Literatur

Grundkurs Theoretische Physik 2: Analytische Mechanik von Wolfgang Nolting?

IEin langes Pendel, welches langsam die Richtung &ndert, weil sich die Erde unter ihm
,wegbewegt*.

2Die Zentripetalkraft ist die Kraft, die einen Koérper zum Mittelpunkt seiner Kreisbahn
hinzieht. Natirlich nur, sofern er sich auf einer solchen bewegt.

3Dieses Buch gibt es in der Bibliothek als PDF oder in Papierform.


https://de.wikipedia.org/wiki/Foucaultsches_Pendel
http://de.wikipedia.org/wiki/Zentripetalkraft
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2.2 Lagrange-Mechanik

Die Lagrange-Mechanik, auch bekannt als Lagrange-Formalismus, wurde im
Jahre 1788 durch Joseph-Louis de Lagrange verdffentlicht, welcher hiermit die
analytische Mechanik begriindete.

2.2.1 Einfiihrung

Der Ausgangspunkt fiir die Lagrange-Mechanik ist die Newtonsche Mechanik. In
welcher formal gilt

Hierbei ist F; die externe ortsabhéangige Kraft, welche zum Beispiel wegen einem
Kraftfeld* herrscht und F;; die inneren Kréifte paarweise zwischen den beteiligten
Massepunkten.

Mit Hilfe der daraus resultierenden 3N Differentialgleichungen kann das Problem?®
vollstédndig formuliert werden. Diese Differenzialgleichungen zweiter Ordnung
konnen mit den notwendigerweise gegebenen Anfangsbedingungen gelost werden.

Beim Versuch des direkten Losens kann es zu Problemen zu kommen.

Problem Die Formulierung in den einfachen (kartesischen) Koordinaten z,y, z
ist meist kompliziert und allzu oft hoffnungslos. Denn meist haben die Pro-
bleme eine durch Zwangsbedingungen eingeschrankte Geometrie. Ein Beispiel
hierfiir wéire die Beschreibung der Bewegung einer Perle, welche auf einem
Draht aufgefddelt ist. Wenn dieser Draht zu einem Kreis gebogen wurde, kann
man die Koordinaten einschrinken, zum Beispiel auf Polarkoordinaten®, um die
Zwangsbedingungen direkt zu integrieren.

Zwangsbedingungen

Zwangsbedingungen sind Bedingungen, welche die Bewegung von Massepunkten
in einem (allgemeineren) System auf das vorgegebene System einschrinken. Es
gibt verschiedene Arten von Zwangsbedingungen:

4Ein Kraftfeld wirkt an jedem Punkt eine bestimmte, orts- und ladungsabhéngige Kraft
auf eine Ladung aus.
5...der Beschreibung des Zustandes der einzelnen Massepunkte im System.

SPolarkoordinaten & = (;) bestehen aus einem Abstand r zum Mittelpunkt und einem
Winkel ¢ zu einem festgelegten ,,Lot“


http://de.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_Lagrange
http://de.wikipedia.org/wiki/Kraftfeld
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A holonome Zwangsbedingungen Sie sind Verkniipfungen der Teilchenko-
ordinaten und eventuell der Zeit in folgender Form:

fi(Fl,...,FN,t) :O,Z: 1,...,p
Beispiel: Kreisbahn mit f(7,t) = 22 +y?> — R?> =0,z =0 und ¥ = (2,9,2) " im
dreidimensionalen.

Holonome Zwangsbedingungen kénnen weiter in skleronome (starre) und rheo-
nome (flieBende) Zwangsbedingungen unterteilt werden:

A1 holonom-skleronome Zwangsbedingungen Sie sind nicht explizit
von der Zeit abhingig, d.h.

ofi
ot

0,s=1,...,p

Beispiel: Ein Teilchen welches sich auf einer Kugeloberfliche bewegt: 22 + 2 +
22 — R? = 0, Hantel: (71 — 22)? + (y1 — y2)? + (21 + 22)% = [® der Abstand der
beiden Massepunkte ist konstant.

A2 holonom-rheonome Zwangsbedingungen Sie sind explizit von der
Zeit abhéngig, d.h.
ofi

0,7=1,...
at # ’IL ) 7p

Beispiel: Ein Teilchen, welches sich auf einer Ebene mit verdnderlichem Winkel
¢ befindet: Z —tang(t) =0

B nicht holonome Zwangsbedingung Nicht holonome Zwangsbedingungen
kénnen nur als

B1 Ungleichungen oder
B2 differentielle Einschriinkungen” Y2°N | fida,, + firdt =0

dargestellt werden, was die Arbeit mit ihnen, gegeniiber den holonomen, er-
schwert.

Verallgemeinerte Koordinaten

Statt die komplizierten Kréfte F';-j und F; zu formulieren, welche die Bewegung
einschrianken, formulieren die Zwangsbedingungen diese Zwangskrafte implizit.
Die Zwangsbedingungen sind geometrisch viel einfacher zu beschreiben als die
Zwangskrafte. Das Ziel der Lagrange-Mechanik ist deswegen die Elimination

"Es werden also nicht nur die Positionen, sondern auch die Geschwindigkeiten eingeschréankt.
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der Zwangskrafte durch die Verwendung verallgemeinerter Koordinaten. Durch
die Elimination reduziert man die Anzahl der Koordinaten und damit auch den
Aufwand der Losung der Differenzialgleichungen des betrachteten Problems.

Holonome Zwangsbedingungen Hier, wie im folgenden, werden ausschlief3-
lich holonome Zwangsbedingen betrachtet. Bei ihnen fiihrt die Verwendung verall-
gemeinerter Koordinaten zu einer Reduktion der Freiheitsgrade® auf S = 3N — p.
Hierbei ist, wie im folgenden oft, p die Anzahl der holonomen Zwangsbedingun-
gen.

Die resultierenden, linear unabhéngigen, generalisierten Koordinaten sind
q1,---,qs. Weiterhin ist ¢ = (¢1,...,qs) . Die generalisierten Geschwindig-
keiten lassen sich daraus als ¢i,...,qy ableiten. Die urspriinglichen Koordi-
naten lassen sich als Funktion der generalisierten Koordinaten beschreiben:

Fi = ﬁ(qla"'aQS’t)'

Bemerkung Sofern als Anfangsbedingungen ¢, (j’o gegeben sind, ist der Zu-
stand des beschrinkten Systems zu jedem Zeitpunkt bekannt. Anders ausge-
driickt: Damit kann man eine Losung des urspriinglichen Problems finden. Zwar
sind die verallgemeinerten Koordinaten selbst nicht eindeutig, wohl aber ihre
Anzahl.

Zu beachten ist, dass diese Koordinaten keine vorgegebenen oder zwangsldufig
bekannten Dimensionen oder Einheiten besitzen. Damit sind sie zwar einfacher
in der Verwendung aber eventuell weniger anschaulich.

Beispiele

Beispiel (Teilchen auf der Kugeloberfliche). p = 1 Zwangsbedingungen:
?+y’+22-RP=0

Es gibt S = 2 generalisierte Koordinaten, z.B.? in den Kugelkoordinaten: ¢; = 9J;
g2 = ¢ und die urspriinglichen Koordinaten kénnen damit als

x = Rsinq; cos ¢ y = Rsingq; sin gy z= Rcosq

dargestellt werden.

8Wenn im folgenden von S oder s die Rede ist, ist immer die Anzahl der Freiheitsgrade
gemeint.

9Wie gesagt, die generalisierten Koordinaten selbst sind nicht eindeutig. Meistens wéahlt
man aber die einfachste Losung.
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Beispiel (Doppelpendel in der Ebene). p = 4 holonom-skleronome Zwangsbe-
dingungen:
21 = z9 = konstant
Yy —13=0
(z1—22)” + (1 +12)° —15=0
Damit gibt es S = 6 — 4 = 2 Freiheitsgrade. Die verallgemeinerten Koordina-

ten konnten zum Beispiel die beiden Winkel ¢; = 97 und ¢o = ¥ sein. Die
urspriinglichen Koordinaten kénnen damit als

z1 =lising y1 = licosqy 21 =

T9 =l 8inq + s sin gy Yo =lycosqy + I3 cos g Z9

dargestellt werden.

2.2.2 Das d’Alembertsche Prinzip

Das d’Alembertsche Prinzip tiberlegen wir uns aus den Newtonschen Gleichungen.

Ziel

Das Ziel dieses Prinzips ist die Elimination der Zwangskrifte aus den Bewe-
gungsgleichungen, wie auch ein formalerer Einblick in die Materie, wobei nur
ersteres fiir die Vorlesung interessant ist.

Virtuelle Verriickung 7

Eine virtuelle Verriickung §7; ist eine willkiirliche virtuelle (gedankliche) Ko-
ordinateninderung, die instantan'® durchgefiihrt wird und vertriglich mit den
Zwangsbedingungen ist. Das heifit, dass 5t = 0. Formell ist die virtuelle Anderung

einer Funktion f(qi1,...,qn,t) also (im Vergleich zum totalen Differential der
Funktion):
~ Of ~of  Of
of = qi df = dg; + =-dt
/ ;quq / ;ququat
virtuelle Anderung totales Differential

Im Folgenden signalisiert ¢ das virtuelle und d das normale Differential, also die
tatséchliche (reale) Koordinatendnderung.

10Direkt und ohne zeitliche Verzégerung.
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Beispiel (Teilchen im Aufzug). Weil der zuriickgelegte Weg auch als dz = vy - At
dargestellt werden kann gilt

JF — dz\ [ dz
"Tar) T \weat

da auflerdem gilt 6t = 0 gilt
57— ox _ ox _ ox
"= 5z)  \woot) \ 0

Ansatz

Aus der Bewegungsgleichung mr; = P_‘; = I?i + Zi erhalten wir die Gleichung
0 = K; — mr; + Z; und damit

> (Ki = mit)or + Y Zidrs =0,
wobei die Summanden (I? i —m;’i)&’; beziehungsweise Ziéﬂ als virtuelle Arbeit

SW bezeichnet werden (vergleiche: Arbeit dW = —Fd7).

Das Prinzip der virtuellen Arbeit fordert nun, dass ), 767, = 0. Die
virtuellen Kréafte dirfen also in der Summe keine Arbeit verrichten: ,,Die ge-
dachte Bewegung, z.B. jene senkrecht zu einer durch eine Zwangsbedingung
vorgegebenen Bahn, verrichtet keine Arbeit“.

Wenn man dieses Prinzip in obige Gleichung einsetzt, folgt die zentrale Gleichung

> (K — mi)oi = 0,

i
mit der wir im folgenden Kapitel arbeiten werden.
Beispiel (Teilchen auf einer Kurve).
7167 =  ZF=0

In anderen Worten: Da die Zwangskraft senkrecht zur Bewegungsrichtung wirkt,
verrichtet sie keinerlei Arbeit.

Beispiel (Hantel).
07 = 08, 6y = 65+ 0%

Hierbei ist 67 die Rotation von Objekt 2 um Objekt 1. Mit dem Prinzip der
virtuellen Arbeit, >, Z;67; = 0, folgt daraus
> Zibr; = 7,05+ Zo(05+ 0iig) = (Z1 + Z2) 05+ Zpdip =0
P —— ~—

Fi=— 7y =0,7Z,L8%R
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2.2.3 Lagrange-Formalismus

Im vergangenen Abschnitt haben wir die Gleichung

ST(E: - pi)or = > Ko — Y piori =0
7 i 7

© @

hergeleitet. Wenngleich die Zwangskréfte hier nicht mehr explizit auftreten,
werden die §7; noch durch sie eingeschriankt. Das Ziel der folgenden Umformungs-
schritte ist daher, die 67; mit den generalisierten Koordinaten ¢; und damit
unabhéngig von den Zwangsbedingungen zu formulieren.

Die totale Ableitungen von 7; = 7;(qz, - . ., ¢s,t) und die virtuelle Verriickungen
or; mit 6t = 0 sind
Lon o " o7,

A= 5ode; +gpdt und 6 = 54;.

j=1

Damit kann @ wie folgt geschrieben werden:

N . N s . 87_’; s N . 67?2 s
i=1 i=1j=1 J j=1| i=1 9 j=1
Qj

Dabei sind (); die generalisierten Kréfte. Die Dimension der @); ist nicht un-
bedingt Kraft, weil die Dimension von den g; selbst unklar ist. Jedoch ist die
Einheit von @Q); - ¢; natiirlich die Energie.

Bemerkung (Spezialfall: Konservative Systeme). In einem konservativen Sys-
tem kann die Kraft als Potential K; = —V,;V mit V = V(ry,...,7y) und
vV, = (8%,’ 8%7;’ 3%) dargestellt werden. Damit kann man die generalisierten

Kréfte wie folgt schreiben:

ov or\ oV
Qj_zx_aﬂ@qj)__@qj'

1=

Nun betrachten wir @, was man auch wie folgt schreiben kann

S

N N N - OF
D PO = 3 maridr =} mari g kg
i=1 i=1 J

i=1 j=1
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vgl.ProduktregelmitC(l—itf~g—f g+ f- di’(:)df g—dtf g—f-4

., Or; . d or;
= szl (dt T‘Z 6 J) _Tldtaqj(sqj>

=1 j=1

% g(’z kann man auch wie folgt schreiben
d o, N O dg 0% _ 9 \OF . O\ _ oF
dt0q, Z < 9qidq; dt ' otdg; g ; 00" "ot | T aq

AuBlerdem gilt

or; 87“2 87“Z

0q; 0q] aqz e

Damit gilt zusammenfassend

Sl oF; ., OF;
;mm:zzm(& %m%>%

=1 j=1

NS d, 0 1. o 1.,
:EZ (dt((‘)q 9 Z)—aqj(27ﬂ> oq;

i=1j=1
_y (g amy,,
= dt aq] 8(]]' J

Hierbei ist T' = ZZ 1 2mZ 2 die ,Kinetische Energie“ und damit gilt mit dem
d’Alembertsches Prinzip

- Z(}?l — ;)07 =0
d 8T
Z:: dt an 8qj} ~ Q)04 =0

Die Formel wird in dieser Allgemeinheit eher selten verwendet. Haufiger wird
die folgende ,Version“ angewandt. Bei holonomen Zwangsbedingungen sind
alle ¢; unabhéngig voneinander, d.h. die dg; kénnen bis auf eines unabhéngig
voneinander dg; = 0 gesetzt werden. Daher muss jeder Summand 0 sein.
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Konservatives System In einem konservativen System ist die Kraft @; auf
ein Potential V; zuriickzufithren. Das Potential V, und damit auch die genera-
lisierte Kraft Q; = —g—;, ist unabhéngig von der Geschwindigkeit ¢;. Anders
ausgedriickt gilt

oV */d o d
— =0 und damit —— (T -V)——(T~-V)|6q; =0
o Z;<d¢a%( )= 5 ) ou

Lagrange-Funktion

Man kann die Gleichungen auch wie folgt schreiben, wenn man die Lagrange-
Funktion L einfiihrt.

L(qla"WQSv(jla"'a(jsvt) :T((hw~~7q5,41,~-~,q57t)*V(qhn-,qat)

Lagrange-Gleichung 1. Art

. ddL OL
(=5 —5)0g; =0
; dt aq]‘ 8%‘ J

Lagrange-Gleichung 2. Art

Gegeben sei wieder ein konservatives System mit holonomen Zwangsbedingungen.
Die Lagrange-Gleichung 2. Art lautet:
d oL 0L

—-——-—=0firj=1,...
A9, 0q; 0 fir j yeees S

Sie wird auch Euler-Lagrange-Gleichung genannt.

Bemerkung (Fazit).

Mit den Lagrange-Gleichungen wurden die Zwangskréfte eliminiert. Man hat
dafiir S gewohnliche Differenzialgleichungen 2. Ordnung fiir die g;(t) bekommen,
fiir welche man 2S5 Anfangsbedingungen ben6tigt um sie zu l6sen. Statt Impuls
und Kraft, wie bei den Newtonschen Gesetzen, liegen hierbei Energie und Arbeit
im Fokus.

Bemerkung (Ausblick).

L:L(qla"'vqqula"'7QS7t)

Die Lagrange-Gleichungen sind invariant gegeniiber Punkttransformationen:

(@00 2 (@) W6 G = Gia 00,0 G = G0 t)
Damit hat man bei der Wahl der generalisierten Koordinaten gewisse Freiheiten.
Diese kann man zur Vereinfachung des Problems nutzen. Hierbei ist es sinnvoll

weitere Symmetrien im Problem auszunutzen.
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Beispiel (Schwingende Hantel). Hantel deren eine Masse my auf einer Stange

gelagert ist und deren andere Masse mo nach unten an der Hantel hingt (siche
Abbildung 2.1).

<—p M1 frei auf x bewegbar

ma T

|
g 123
mao

Abbildung 2.1: Schwingende Hantel, die an z-Achse aufgehdngt ist. Massepunkt
my kann sich frei auf der x-Achse bewegen.

Die Masse m; ist frei in z-Richtung beweglich und an der Masse mo zieht die
Gravitationskraft. Es gibt die folgenden 4 holonom-skleronomen Zwangsbedin-
gungen:

Z1 = 29 = 0
y1=0
(z1 —32)° +y3 —1* = 0.
Also gibt es im System s = 6 — 4 Freiheitsgrade. Als generalisierte Koordinaten

kann man zum Beispiel ¢1 = z und g3 = ¢ (der Winkel zwischen Lot und
Hantelstange) wéhlen. Damit sind die Koordinaten und Geschwindigkeiten:

T1=q1 To = q1 + Ising
y1=0 Yo = lcos g2
z21=0 z9=20

T =q &g = ¢1 + g2l cos g2

Yo = —lgasingy

Damit ist die kinetische Energie

1 .1 .
T= §m1’l?% + §m2FQ
1 . . . 1 . , .
L@ ) + I 3+ )

1 ) 1 . ) 2 .
= imllﬁ + §m2((fh + gol cos g2)? + 1245 sin® o)

1 ) 1 .. .
= §(m1 + mg)q% + §m2(2q1q2lcos qo + qglz).
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Mit dem Potential V' = 0 — magl cos(g2) folgt die Lagrange-Funktion:

L=T-V
1

. 1 . ..
= 5(7711 +ma)dt + §m2(12q§ + 2141 G2 cos g2) + magl cos ga.

Interessante Beobachtung: L héngt nicht von ¢; ab (nur von ¢y ):

d 0L oL oL
—— — — =0 und damit —— = konstant.
dt 9q1  Oqq 0q

=0

Definition (Zyklische Koordinate). Ein Koordinate ¢; heifit zyklisch, gdw.:

oL
— =0
9q;
Es gilt
8—L =0& 8—L = konstant =: p;
aqu 8q7 I
mit dem verallgemeinerten Impuls
oL
Dj = 24,

Zyklische Koordinaten fithren automatisch zu einem FErhaltungssatz. Deswegen
sollten moglichst viele generalisierte Koordinaten zyklisch sein.

Beispiel (Schwingende Hantel — Fortsetzung).

oL
p1 = 30 = (m1 + m2)g1 + malda cos(qz) = konstant = ¢’
q1
. mal
=>4 =——
G I cos(qz) + ¢
Integration m2l .
2 H)=ct— — 2 t
a(t) =c ™M1 + ma sin(g2(t))
Die Anfangsbedingungen:
(h(t_ QQ(tZO):O
G2(t =0) = wo
. m2l
t = = —
i ( 1 + s 0
Mit g1 (t) von oben folgt ¢ = 0 und wir bekommen ¢ (t) = —m:rffm sin go(t).

Nun fithren wir die Riicktransformation durch:
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l
wi(t) =~ sin g (1),
yi(t) =0,
2o(t) = —mlmlem sin ¢(t) + Isin ¢(t) = ﬁlsin o(t),
ya(t) = lcos ¢(t),

wobei wir bei x5(t) die Identitit | = %l genutzt haben. Nur verwendet man

die 3. Zwangsbedingung vom Anfang

(1 —22) +y3 —1?=0

(JJ1 - 1‘2)2 yfg

< B 2= 1
B0 B0
G P

Das beschreibt eine Ellipse mit den Halbachsen -1 < [ und [. Dazu die
q2-Lagrange-Gleichung

oL ) )
% ma(1*g2 + 11 cos g2)
d oL
i 94, = ma(I%Ga + 1§y cos g2 — 112 sin g2
oL L )
o = ma(—I1G2 sin g2 — gl sin go)
q2

0 = ma(1%Gy + 11 cos ga + glsin gy)
Jetzt ¢; von oben (per Differentiation)

. m2l ( .. .2 . )
B — COS — Sin
q1 1+ T2 q2 g2 — 43 q2

Damit erhdlt man die go-Gleichung

m2l2

Py — (g2 cos g2 — 3 sin g) cos g2 + gl sin gz = 0.

mi + mo
Das ist eine nichtlineare Differentialgleichung 2. Ordnung fiir ¢2(t) = ¢(t), die
man vermutlich nicht per Hand 16sen kann (aber numerisch). Man kann das
Losen aber durch weitere Annahmen tiber das System vereinfachen, zum Beispiel
durch die Beschrankung auf kleine ¢:

o(t) = 20 inwt und w = ,/gm.
w L om
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Rezept fiir holonome Zwangsbedingungen
Fir die haufigsten Falle mit holonomen Zwangsbedingungen und konservati-
ven Kriften gibt es ein Rezept:

1. Zwangsbedingungen formulieren

2. Generalisierte Koordinaten festlegen

3. Lagrange-Funktion hinschreiben (mit generalisierten Koordinaten und
Geschwindigkeiten)

4. Lagrange-Funktion ableiten und wenn moglich 16sen

5. Eventuell Riicktransformation auf gewdhnliche (anschauliche) Koordinaten

Nicht-holonome Systeme
Bei holonomen Systemen gibt es S = 3N — p unabhéngige generalisierte Koordi-
naten. Diese sind bei nicht-holonomen Systemen nicht mehr unabhéngig.

Falls die nicht-holonomen Zwangsbedingungen in differentieller Form vorliegen
(also als Differentialgleichung), gibt es ein Losungsverfahren tiber die Methode der
sogenannten Lagrange-Multiplikatoren, welche im Folgenden erldutert werden.

Es gibt p Zwangsbedingungen, davon p < p nicht-holonom:

3N
1= 1,...,p: (Z fim(xl,...,ng,t)dxm> —|—fit($1,...,l‘3N,t)dt =0

m=1
Es gibt j = 3N — (p — p) generalisierte Koordinaten (bei p — p holonomen
Zwangsbedingungen). Die konkreten Koordinaten hangen von diesen ab: 7; =

7i(q1,---,q;,t). Wie bereits erwéhnt, sind die g; aber nicht alle unabhéngig
voneinander.

Damit gilt fiir nicht-holonome Bedingungen in ¢;, wobei im Folgenden immer
i=1,...,pist':

J
Z aim(qla o 7Qj7t)dqm + bit(qh ey qjut)dt =0.
m=1

Fiir virtuelle Verriickungen, bei denen 6t = 0 gilt, ist die Gleichung wie folgt:

J
Z aiméqm =0.
m=1

"1Die a;p, sind also fim, aber durch q; ausgedriickt.




KAPITEL 2. KLASSISCHE MECHANIK 22

Nun werden die Lagrange-Multiplikatoren A; = X;(¢) eingefiihrt (nicht von g;
abhéngig, sondern nur von der Zeit):

P

J
Z i Z Aim0Gm = 0.
=1 m=1

Bei konservativen Systemen (siehe oben) gilt mit dem Prinzip von d’Alembert:

J
d OL
> (g0c ~ i) o1m =0

m=1

Wobei diese Gleichung nur als Summe giiltig ist, da die d¢,, nicht mehr unab-
héngig voneinander sind. Addiert man die beiden Gleichungen, folgt

J P
oL d OL

m=1 i=1

Nur ein Teil der generalisierten Koordinaten ist, wie schon oft erwdhnt, unab-
héngig voneinander: m = 1,...,7 — p sind unabhéngigund m=j5—-p+1,...7
(genau p Bedingungen) sind abhéngig, die Wahl der ¢,, findet dementsprechend
statt.

Waihle fiir die letzten p Gleichungen die bisher nicht bestimmten \; so, dass

OL d oL &
—j—p+l,...,j: Nitim = 0.
m=j-ptlogi g dtaqm+§ a

Das geht, da es p Gleichungen und genauso viele A;’s gibt. Damit hat man nur
noch Gleichungen mit unabhéngigen ¢,,, also

Jj—p p
oL d 0L
mz_ <8q dt D +ZZ-:1 ‘ ) o =0

Hier kann man die d,4,, unabhéngig variieren, also jeder Summand = 0. Daraus
entstehen Lagrange-Gleichungen 1. Art entstehen fiir alle m:

d 0L
=1,...,7: —
m=L.i: e 6qm ;Aazm

Hierbei gilt noch an:l GimGm + biy =0 fir i =1,...,p. Damit hat man j 4+ p
Gleichungen fiir j generalisierte Koordinaten und p Multiplikatoren \;.

Ein Vergleich mit den generalisierten Kriften zeigt Q,, = > Ai@im. Nun hat
man generalisierte Zwangskrifte (>°7 _, QumOgm = 0) was den \; entspricht. Die-

ses Wissen ist auch ein Gewinn fiir Systeme mit holonomen Zwangsbedingungen,
denn die Kenntnis der Zwangskréfte ist niitzlich fir das Design des Systems.
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Y

Abbildung 2.2: Ein Fadenpendel der Masse m.

Anwendung auf holonome Systeme f;(7,...,7y,t) =0,i=1,...,p in ge-
neralisierten Koordinaten f;(¢1,...,q;,t) = 0, daraus folgt das totale Differential
df; = j aﬁd —&-afidt
T T

und damit (df; =0 firi =1,...,p)
o, — Ofi o

im aqm it ot .
Die Zwangskrifte in holonomen Systemen kénnen nun mit Lagrange-Gleichungen

1. Art bestimmt werden.

Beispiel (holonome Zwangsbedingungen mit Zwangskriften). Es wird ein Pendel
mit Winkel ¢ zum Lot, der Lange [ und der Masse m betrachtet (siche Abbildung
2.2). Zunéichst wird r = [ variabel gewéhlt. Die verallgemeinerten Koordinaten
sind deswegen ¢ und r.

T =rsing
y=Il—rcosyp
flz,y,t)=r—1=0 ist die Zwangsbedingung
V = —mgy = —mg(l — rcosp)
1

T =17sinp + rycosp
Y= —rcosp+resine

? + 9% = 7% sin? ¢ + 2ripsin g cos

+ 1292 cos? @ + 72 cos® p — 2rigsin @ cos @ + r2p? sin?

.
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1
L=T-V= 5m(7’"2 +72p%) 4+ mg(l — 7 cos p)
0L d oL

o Gor :mr<p2 — Mg cosy — amf
= —m(gcos g + i — r¢?)

oL d oL . 2.

% — &% = mgrsiny — &mr q

= mgrsin ¢ — 2mrip — mrp

Zwangsbedingung r — [ = 0 = f(r, ¢, 1)
g—l: =1 alle anderen partiellen Ableitungen = 0
— A\ = Q, ist Zwangskraft in 7-Richtung

Daraus folgen 3 Gleichungen

r-Gleichung \ = m# 4 mgcos ¢ — mr?

¢-Gleichung ¢+ 2+ Zsinp =0

[-Gleichung r=1—7r=7=0

Randbemerkung: A = —m(l$? — gcos ) ist hier die Fadenspannung.

Das ganze kann man vereinfachen wenn man 7 = 0 und sinp ~ ¢ annimmt
(letzteres gilt fiir kleine ¢). Damit gilt dann folgendes (¢ + ¢ = 0)

o(t) = @osin \/§t

2.2.4 Das Hamiltonsche Prinzip

Wir zeigen, dass die Lagrange-Gleichungen nicht nur aus dem differentiellen Prin-
zip von d’Alembert folgen: gerade hatten wir momentane virtuelle Verriickungen
betrachtet. Dagegen Hamilton: Integralprinzip

Das ist die Variation der gesamten Bahn bei festen Endpunkten. Dazu betrachten
wir Bahnen ¢(¢) im Konfigurationsraum

J(t) = (Q1(t)7 e 'aQS(t))

ein q(t) beschreibt einen Zustand des gesamten Systems. Fiir gegebene ¢(t) und
q(t) wird die Lagrange-Funktion eine Funktion der Zeit

L(q(t), 4(t), t) = L(t)

Definition (Wirkungsfunktional).
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Die Dimension hiervon ist ,Wirkung“ — Energie: S hdngt von ¢(¢) und ¢4, to ab.

Funktion ¢(t) Abbildung, g {q(t)} im allgemeinen Funktional.

Wir betrachten Scharen §(t) mit den gleichen Endpunkten ¢(t1) und §(t2).
Virtuelle Verriickungen miissen verschwinden.

Beim Hamiltonschen Prinzip wird nun die Bahn des Systems betrachtet und wir
wollen eine extremale Bahn finden.

Definition (Hamiltonsches Prinzip). Die Systembewegung erfolgt so, dass
S{q(t)} fir die richtige Trajektorie extremal wird, d.h. dass die Variation beziig-
lich der tatsédchlichen Bahn verschwindet.

ta

5S =6 [ L(Gt),qt),t)dt =0

ty

Bemerkung. Die Gleichung 45 = 0 enthilt auf elegante Weise die gesamte
klassische Mechanik. Das Prinzip (der Minimierung der Trajektorie) wird auch
jenseits der Mechanik verwendet!2. Es ist natiirlich koordinatenunabhéngig.

Bemerkung. Das Hamiltonsche Prinzip wird auch jenseits der klassischen
Mechanik verwendet. Beispielsweise in der Teilchenphysik (Quantenfeldtheorie)
oder in der Optik.

Aquivalenz zum Prinzip von d’Alembert

N .
> (mit; — K)o =0
i=1
Integration iiber die Zeit
ta N .
/ (" (mat — K;)éri)dt = 0
t =1
mit 71075 = L (7 - 07) — 71 - 0 = S( - o7 — L0G)
ta Nogq . 1 . .
/t1 (;(E(miﬁ “Ti) = §mi5(7:?) - K;-0r;)dt =0

12Zum Beispiel in der Teilchenphysik, der geometrischen Optik (Fermatsches Prinzip, dabei
bewegt sich Licht auf einer Bahn, so dass die benétigte Zeit minimal ist. Damit kénnen die
Brechungsindizes gefunden werden.)
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Integration

2

ta N oq . N !
/tl S G (mifi -t = 3 mif 67| =0
i=1 i=1 t

1

Keine Variation an den Endpunkten

t2 N P —
;»/ Z[é(%?’?) + K; - 67)dt =0
fi=1

mit 7% = 7i(q1,...,9s,t), i = 1,..., N findet man die generalisierte Kraft und
das konservative Potential mit holonomen Zwangsbedigungen.

N . s s oV
D Ko =Y Qidqi = _375% =0V
i=1 j=1 J

j=1

Daraus folgt dann zusammen genommen die Aquivalenz des Prinzips von
d’Alembert und dem Hamiltonschen
to ta 2
0= (T -V)dt=4¢ (T-V)dt=9 Ldt =0

t1 ty t1

Bewegungsgleichungen? — Variationsrechnung. Finden der Kurve ¢(t), die
S{q(t)} extremal macht.

Elemente der Variationsrechnung

Definition (Euler-Gleichung). Sie ist aufgebaut wie die Lagrange-Gleichung,
gilt aber ganz allgemein fiir Variationsprobleme.

of _dof _,

oy dxdy
Zunachst ein eindimensionales Problem.

Problem Finde eine Kurve y(z) fiir die ein bestimmtes Funktional extremal
wird. Zum Beispiel ,eine kiirzeste Verbindung®, beispielsweise auf einer krummen
Fléche (Geodéte) wie einer Seifenhaut. Die verschiedenen moglichen Verbin-
dungen bilden eine Schar f(z,y,y’) von y(x) mit festen Endpunkten. Es wird
angenommen, dass f differenzierbar in allen Variablen ist. Im folgenden gilt
weiterhin 3’ = %. Wir bilden das Funktional

x2

Hut)} = [ oy yde = [ fays

1
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Das Problem kann nun wie folgt ausgedriickt werden: Fiir welches y(x) wird
J{y(z)} extremal?

Dies ist ahnlich zu einer einfachen Extremwertaufgabe, wenn die Schar y(x)
durch den Parameter o parametrisiert werden kann. Dies kann zum Beispiel so
geschehen, dass

Ya=0(7) = yo(z)
die extremale und damit gesuchte Bahn wird. Damit kann man jetzt y, aufteilen
Ya(r) = yo(2) + Ya(®)

Yo () ist hierbei eine fast beliebige, differenzierbare Funktion, welche an den
Endpunkten fiir alle o verschwindet, also 0 wird. Nach dem, wie =, konstruiert
wurde gilt auch

Ya=o(x) =0 Vz

Man kann v, auch anders angeben: v,(z) = an(z), n(z1) =n(z2) =0. z wird
festgehalten und dann eine Taylorreihe mit o = 0 wie folgt entwickelt

7a<-’17) = a(afygo(ém) )a:O + %(8 gg§$> )a:O + ...

Oder wieder anders

Ya(x) = yo(2) +a<%)a:0 .o

Yo (z) wird nun in der Néhe (besser gesagt in der e-Umgebung) von o = 0 variiert.
Daraus folgt, dass @ — da. Und damit dy = yga — yo(x) = da(aygfa(x))a:o. Wird
nun Jy bei festem x betrachtet (vgl. virtuelle Verriickungen bei fester Zeit t.
(0t = 0)) kommt man zu einer Variation des Funktionals J{y(z)}

0J = J{yaa(x)} — JH{yo(2)} = (

T2

:/ (f(xaydavyéa)_f(‘rvy(hy(/)))dx

1

Jetzt ist die Extremalbedingung offensichtlich: Es muss fiir beliebige v, (z) gelten

dJ(a)
da

( )a:O =0

Damit ist yo(z) eingesetzt ist die gesuchte Bahn. Es ist eine stationire Bahn
genau dann, wenn §.J < 0. Durch einfaches Umformen folgt damit

dJ(a), (™, Of0y  Of Oy  Of Ox
( do )_/x dx(8y8a+8y/8a+8xaa)

1
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’ !/
mit der Identitéit f;f dxg?f,%—ya = ;12 dxgg,%% 9y — 0 dy _ d Oy ypq

partieller Integration folgt
. 2 d af . dy
_ do(— 222
o /I1 x(dx oy’ ) Ja

_ Of oy
-0y O
———
=0, da keine Variation an den Endpunkten.
d v2 0 d df 0
— J(z) :/ dm(l _ 77f)7y
x

do . Oy dx 0y’ da
Y of d of
0J = /ml dx(ay P 8y’)5y

5J =0 fiir beliebige §y damit verschwindet der Integrand. Daraus folgt wieder
die Eulersche Gleichung

Und damit eine Differentialgleichung 2. Ordnung fiir das gesuchte y(z). (vgl.
Lagrange-Gleichung 2. Art)

Beispiel (Kiirzeste Verbindung zweier Punkte in der Ebene).
Welches Funktional? (Infinitesimale Lange ds = 4/dz? + dy?) Gesucht ist
frds=J

D2 T2 T2 dy T2
J:/ ds:/ Vdz2 +d 2:/ \/1+ —de:/ \/ 1+ y2de
P1 Tr1 y Tr1 (dLIJ) T1 y

0J = 0 fiihrt zur extremalen Bahn y(x).

f,yy) =/ 1+y?
Nun verwenden wir die Euler-Gleichung: % =0 g f— ¥ ynd damit folgt
y y 1+y'2

d y

de T y?
oder anders gesagt

/

Y

Vi

Zusammenfassend folgt damit mit 3'*(1 — ¢2) = 1, dass ¢/ konstant ist und damit
schlussendlich auch die Losung des Problems

= konstant = ¢ = y? =A(1+y?)

y(z) =ax+0b

a, b werden iiber die Anfangsbedingungen(z,y;) und (z2,y2) festgelegt.
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Beispiel (Minimale Rotationsfléche).

Die Punkte (z1,y1), (22,y2) rotieren um die y-Achse. Gesucht ist die Kurve
zwischen ihnen, welche die Rotationsfliche minimiert. (Seifenblasen-Verhalten.)
Es wird im Grunde genommen wie beim letzten Beispiel vorgegangen. Die Mini-

malflidche ist
J:/dA:/QTHL'dS

mit ds = y/dz2 +dy?2 = /1 + (j—g)zdm = /1 + y2dz folgt
Z2
:277/ /1 +y?dx
z1

Wenn 6J = 0 gilt, ist J die extremale Fldche, d.h. die minimalgrofle Flache. Es
wird nun die Funktion, besser gesagt die Variation, f definiert

d
fla,y,y) =2\ 1+y” mit y' = CTy
xr

of _, of __ay

o AN
Eulergleichung i (Eyl -0
dx /1 4 y/2 =

!
— Y _ konstant = a
V1+y?
by _ -
dz 7 Va2 _—a2
-b
y(z) = aarcosh( )+b oder xz(y) = acosh(y—)
a

a, b konnen wieder mithilfe der Anfangsbedingungen (x1,y1) und (z2,y2) gefun-
den werden.

Ein Hinweis am Rande: Die Kurve, welche durch den Kosinus Hyperbolicus
beschrieben wird, wird auch Kettenlinie!® genannt.

Verallgemeinerung des Variationsproblems auf mehrere Variablen

..und damit die Euler-Gleichung natirlich auch.
Das betrachtete y wird nun als Vektor ¢(x) = (y1(z), ..., ys(x)) geschrieben und
ganz analog gilt

Of £ —
6. = /dza% oy =0

13Wikipedia


https://de.wikipedia.org/wiki/Kettenlinie_%28Mathematik%29

KAPITEL 2. KLASSISCHE MECHANIK 30

Hierbei sind dy; die unabhéngigen Freiheitsgrade. Offensichtlich gibt es eine
Gleichung pro Freiheitsgrad
af d af

-— == 1=1,...,s

dy;  dx oy,

Dies stellt in etwa die Euler-Lagrange-Gleichungen dar. Nun kann man das
Hamiltonsche Prinzip anwenden

5/L@@®méo
Es funktioniert also vollig analog. Damit bekommt man Lagrange-Gleichungen
2. Art

doL oL _
dt 8% 8qi o

— Hamiltonsches Prinzip Das Integralprinzip (Hamilton) und das differen-
tielle Prinzip (d’Alembert) sind dquivalent. Beide fithren auf die Lagrange-
Gleichungen.

Das Hamiltonsche Prinzip wird ausgiebig in der Quantenmechanik verwendet.
Im folgenden wird weiter auf die Hamilton-Funktion eingegangen um als Ziel
sich in die Quantenmechanik zu bewegen. FEs werden im speziellen Eigenschaften
der Hamilton-Funktion angegeben.

Erhaltungsgrofien

Allgemeines System Die allgemeinen Koordinaten g;, ¢; fiir i = 1,..., s sind
im Laufe der Zeit verdnderlich, womit es 2S5 Funktionen der Zeit gibt. Einige von
diesen sind jedoch konstant'*, was nicht Zufall sein muss.'® Diese konstanten
Funktionen heiflen auch Integrale der Bewegung.

Im Prinzip gilt Bei 25 Integralen der Bewegung C; ist das Problem gelGst,
weil ¢; = ¢;(Ch, ..., Cag,t) und damit das Problem nicht mehr dynamisch ist.
Die Loésung kann dann einfach abgelesen werden.

Einige Konstanten der Bewegung hingen mit den Grundeigenschaften von Raum
und Zeit zusammen (siche unten).

Allgemein gilt, dass, wie schon gesagt, moglichst viele Konstanten der Bewegung
bestimmt werden sollten, bevor die Lésung angestrebt wird. Einige der moglichen

4 Mathematisch ausgedriickt gilt dann Fy. = Fr(q1,...,4s,q1,---,ds,t) = konstant.

15Es ist aus offensichtlichen Griinden das Ziel, dass méglichst viele Funktionen konstant sind.
Denn wie man schon im Lagrange-Teil gesehen hat, wird damit die Komplexitdt des Problems
reduziert.
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Konstanten haben wir schon kennengelernt: Die Resultate zyklischer Koordinaten:
g; sei zyklisch!'®, damit gilt
oL

. = — = konstant

Ein gutes Beispiel hierfiir sind Zweikérperprobleme.

Beispiel (Zweikérperproblem!”18).

Zwei Massepunkte my und ms haben die Koordinaten 7 und 7 und die Rela-
tivkoordinate 7 = 7; — 7%. Als Kraft herrscht nur das Potentialfeld!?

V(Flﬂ?z) = V(|7?1 — T_'2|) = V(T)
Gesamtmasse M = mq + mgy
mimeso

reduzierte Masse yu=——
mi + mo

1
Schwerpunkt R = M(mlﬁ + moth)

— —

Relativkoordinate 7= 7 — 7% = r(sin ¥ cos ¢, sin 9 sin ¢, cos ¥)

Wir erwarten, dass sowohl die Bewegung des Schwerpunkts trivial (d.h. gleichf6r-
mig) ist, als auch, dass die Bewegung der reduzierten Masse p im Schwerpunkt-
system ist.

Die generalisierten Koordinaten sind in unserem Beispiel:

—

R = (q1,92,q3) mit 7 = q4,9 = g5, = ¢6

Damit ist die Lagrange-Funktion in den generalisierten Koordinaten:

M . . )
L=7(qf+q§+q§)
[, . Y

— V(ga) + 5 (dF + i + g8 sin® g5)

Offensichtlich sind die Koordinaten g¢1, g2, g3, gs zyklisch und p; = (% = Myg; fur

(1 =1,2,3), also bleibt der Schwerpunktimpuls erhalten.

p= MR = konstant

oL
P = o = uqzq'(; sin? g5 = ppr? sin® ¥ = Lﬁ,Z) = konstant
de

16ygl. 2.2.3

17"Wikipedia,

18Konkrete Beispiele sind die Anziehung zwischen Protonen und Elektronen im Atom oder
jener zwischen Sonne und Erde.

19Nur abhingig von der relativen Position der Massepunkte. Beispiele hierfiir sind das
Gravitationsfeld oder das elektrische Feld


http://de.wikipedia.org/wiki/Zweik%C3%B6rperproblem
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Die z-Komponente des Relativdrehimpulses ist offensichtlich konstant2?. Wenn
man nun versucht, das Problem in den kartesischen Koordinaten anzugehen,
fithrt das zu folgender Lagrange-Funktion:

mio.o o . Lo o .
L="1 (] + 35 + 47) + gmalif + 33 + )

—V((z1 —22)* + (1 —12)° + (21 — 22)°)

Auch hier sind die Erhaltungssétze giiltig. Sie sind aber viel schwerer abzulesen.

Homogenitat in der Zeit

Homogenitét in der Zeit bedeutet die Invarianz der Bewegung unter Zeittrans-
lationen?223 bei gleichen Anfangsbedingungen. Sie wird auch Zeitinvarianz
genannt.

q(t1) = qo
q(t2) = qo
= q(t1 +1) = q(ta + 1)

Daraus folgt die zeitweise Homogenitidt. Sie ist offenbar erfillt, da die
Lagrange-Funktion L nicht explizit von der Zeit abhangt (%—f = 0). Damit
bekommen wir das totale Differential

dL <~ 0L . 0L . 0L &, d oL
E*Z( 2D Gt an Wt B = Z[(dtaq 4 +aq dtz
o >
d BL -
dt 945

<

also gilt insgesamt:

Mit dem generalisiertem Impuls p; = g—; folgt die Hamilton-Funktion
J

H= ij% —L
j=1

, fiir die nach Konstruktion 9L = 0 gilt. Oder anders ausgedriickt, dass sie

dt
konstant ist.

20Vergleiche: Geworfenes Frisbee, dessen Drehachse relativ gesehen sich nicht verandert.2!
22Das gleiche zu einem spéteren Zeitpunkt starten.
23Der Informatiker kennt das auch als seiteneffektfreie Funktion.
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Interpretation von H

.. fur konservative Systeme mit holonom-skleronomen Zwangsbedingungen.
Dazu schreiben wir zuerst die kinetische Energie in den verallgemeinerten Koor-

dinaten:
1L .
) > mirs
i=1

Zur Erinnerung: 7; = 7;(q1, - - -, qs,t). Also ist 7; unabhdingig von den Geschwin-
digkeiten. Es folgt weiterhin

2
(97"1 . 87‘1 . 87?1
Z . g, 0 T 3, @+
:6-/ =0, skleronom
, womit die Ortsvektoren 7; unabhéngig von der Zeit sind. Nun erhélt man:
N

oo . 1 . oF; OF; .
E E ' = o E . E ma T _ E s
. aqi daq - 499 B — q;41 2 zaqj o 519541
gl ,

jil=1

Q1

Das ist eine sogenannte ,homogene quadratische Form in ¢;“ von 7. Durch
Skalieren von T'(q1, ..., qs) mit dem Faktor a

T(aq.h .. 'aa/q.s> = G2T(q.1, .. '7q.8)

erkennt man, dass
S

6T oT
Z q; = 2aT
d(agy) ™
gilt, womit fiir a = 1 schlussendlich gilt:
S S
oL .
T = Za 4 = Zyzzpﬂf
% = %% 54
Mit dieser Erkenntnis kann man nun die Hamilton-Funktion umformen, zu:

H=) pjgj—L=2T—L=2T—(T-V)=T+V=E

Jj=1

Damit kann man die Hamilton-Funktion als Gesamtenergie des Systems inter-
pretieren.
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Zusammengefasst Aus der Homogenitéat in der Zeit folgt:

s
H = ijq'j — L = konstant
j=1

Falls die Zwangsbedingungen skleronom sind, folgt daraus die Energieerhaltung,
denn die Hamilton-Funktion ist die Gesamtenergie.

Homogenitiat des Raums

Wenn etwas rdumlich homogen ist, bedeutet das, dass es unabhéngig von den
ortlichen Anfangsbedingungen ist. Eine Verschiebung des Systems verdndert
nicht die Dynamik. Damit ist ein solches System in der Regel nur von den
relativen Absténden abhéngig.

Sei nun Ag; die Translation des Gesamtsystems. Bei Homogenitat gilt g—; =0
J
und damit, dass ¢; zyklisch und p; := g—q? = konstant ist.
J

Bei konservativen Systemen gilt nun STV =0
J

aL 8T ;37’2- ;67'1'
bj = 87qj = 87% = mef = me%

Ubersetze Ag; in raumliche Koordinaten, also zu Ag;7i; wobei 7i; die Richtung
ist, in der die Translation statt findet. Die Anderung erfolgt damit entlang 7i;
im Infinitesimalen.

ori _ o Tila+Ag) —Tile) quﬁjﬁj
8q]' Ag;—0 Aq]' Aq;—0 qun

Womit fiir den Impuls gilt
N .
pj = ﬁj . Zmﬁ; = ﬁ]P
i=1
und damit, wenn 77; beliebig gewdhlt wird, folgt, dass P konstant ist
N
P = Z m;T; = Gesamtimpuls = konstant
=1

Die Homogenitét des Raums ist genau dann vorhanden, wenn es Impulserhaltung
gibt.
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Isotropie des Raums

Isotropie bezeichnet die Unabhéngigkeit einer Eigenschaft von der Richtung.
Fithrt man z.B. ein Experiment mit Gravitation durch, so kann man den Ex-
perimentiertisch um die z-Achse rotieren (und damit das System, das man
betrachtet), ohne, dass sich das Ergebnis verdndert.

Jetzt ist ¢; so gewéhlt, dass Ag; ein Drehwinkel (Ag; = Ag) und 7i; eine
Drehachse ist: 7i; = AF; = Ag;(7; x 75)

Die Rechnung fiir den Impuls funktioniert analog zur Rechnung oben. Fiir den
Impuls gilt

oL . O
P === m;r; -
7 04; ; "' 9g;
N N
= pj = Zmﬂ'z (nj X 7;) = ﬁ] Zml(n X Ti)
i=1 =1
N N
ijﬁj rix(miﬁ)zﬁjZLi:ﬁj-L
i=1 i=1

I:Iierbei ist I_;Z- = Drehimpuls des i-ten Teilchens
L = Gesamtdrehimpuls
Isotropie < Drehimpulserhaltung

N
L= E m;7; X 7; = konstant
i=1

Bemerkung. Bei Systemen, die nur bei der Translation entlang einer Richtung
oder der Drehung um eine einzige Achse invariant sind, ist nur die entsprechende
Komponente von Impuls oder Drehimpuls erhalten.

2.3 Hamilton-Mechanik

Die Hamiltonsche Mechanik ist eine Weiterentwicklung der Lagrange-Mechanik.
Sie ist ein a posteriori?* wichtiger Schritt auf dem Weg zur Quantenmechanik.
Die Klassische Mechanik wird spéter zum ,,Grenzfall“ der iibergeordneten Quan-
tenmechanik. Eine (der Quantenmechanik dhnliche) mathematische Struktur

lasst sich bereits hier entwickeln.

24 Eine Theorie, die a posteriori gebildet wurde, erfiillt hinsichtlich ihrer Wissenschaft-
lichkeit zundchst nur das Kriterium der Erklarungskraft und muss sich in anderer Hinsicht
(Nachvollziehbarkeit, Uberpriifbarkeit, Falsifizierbarkeit, Voraussagekraft) noch bewihren .
Wikipedia


https://de.wikipedia.org/wiki/A_posteriori
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Der Ausgangspunkt ist offensichtlich die Lagrange-Mechanik. Jetzt wird (¢, q, t)
zu (@, p,t) transformiert.

Die p; sind die zu g; kanonisch konjugierten Impulse. Sie werden als unabhéngige
Funktion (von ¢) aufgefasst.

Lagrange — Hamilton
S Differentialgleichungen 2. Ordnung — 25 Differentialgleichungen 1. Ordnung
25 Anfangsbedingungen — 2S5 Anfangsbedingungen

Der Ubergang von ¢; nach p; geschieht per Legendre-Transformation, die im
folgenden kurz erklart wird.

Legendre-Transformation

... als mathematisches Werkzeug
Sei f(x) eine Funktion mit df = %dx = udz und g(x) eine weitere Funktion

mit g—g = *4x
u

u ist die Ableitung von f nach der unabhingigen Variable x. u soll nun eine

neue unabhéngige Variable sein. Suche ¢g(u) mit g—z = *+uz.

df = udz = d(uz) — zdu
d(f —ux) = —zdu
= %(f —zu) = —x
df(x)
dz

g(u) = f(x) —ux = f(z) —x

g(u) ist jetzt die Legendre-Transformierte von f(z).

Beispiel. (Bzw. eigentlich Gegenbeispiel.) [Transformieren von f(z) = ax?

und f(z) = a(z + ¢)?] Zuerst transformieren wir beide Funktionen jeweils durch
Ersetzen, also ohne Anwendung der Legendre-Transformation.

u(x):gz%zx—)x:% ’EZ%:Q&(m—l—c)—)x:%—c
~ u? - a?
%f(u):@ —>f(u)=@

f und f haben die gleichen Transformationen. Damit ist diese Art zu Transfor-
mieren offensichtlich nicht eindeutig und auch nicht umkehrbar.
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Beispiel. Nun transformieren wir die beide Funktionen jeweils unter der Ver-
wendung der Legendre-Transformation

—>u:2ax—>a::% ﬂzQa(m—i—c)%fc:%—c
d — df
1)~ @) 7@ 25 @)
= az? — 220x = —ax? = a(Z+¢)? — 22a(Z + ¢)
= —a(5.)’ = a(5-)* ~ (5 — 920(5)
u? u? _ _
== = 9 =~ Teu=9(@) # g(u)

Es kann gezeigt werden, dass die Legendre-Transformation allgemein eindeutig
und damit umkehrbar ist.?°

Legendre-Transformation fiir mehrere Variablen

Zuerst betrachten wir den Fall der Funktion f(x,y), bei der y durch v ersetzt
werden soll. Hier gilt, dass

g(z,v) = f(z,y) —y <g‘£>w

die Legendre-Transformation von f(z,y) beziiglich y ist.

Die Legendre-Transformation der Lagrange-Funktion beziiglich der Geschwin-
digkeiten ¢; haben wir schon kennengelernt. Mit p; = g—(f folgt daraus die

J
Hamilton-Funktion

S
H(qlw"qSupl?"'vaat) = <ZP1%) - L(Q1;~~~7QS7(]1>~-~»QS»U
i=1

Auch negative Legendre-Transformierte genannt. Die Wahl von H ist eine gute
Wahl, da H eng mit der Energie des Systems verkniipft ist. Denn, wie schon
erwahnt, ist H die Energie fiir holonom-skleronome Systeme!

Die Bewegungsgleichungen kénnen wir im folgenden aus dem totalen Differential
dH folgern. Zuerst berechnen wir dH in dem wir das totale Differential von

25Dies zu zeigen, wiirde aber den Rahmen dieser Vorlesung sprengen.
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> i1 pig — L bilden:

S S

. oL aL oL
dH =Y " (¢idp; + pidd:) Z 2,00+ 54 55 i) — -dt
i=1 i=1 v NG
=Di
S
oL oL
= zd i —d i) — —dt
> (Gidp: 50 99) —

s
Il
—

. oL
(¢idp; — pideg;) — Edt

Mm

N
Il
_

Nun bilden wir dH nochmal von ,links®, d.h. wir setzen einfach die Definition
des totalen Differentials ein.

Z ( 0H 8H 0H

dH = —dg; —dt
o, 8qi i) +

ot

=1

Jetzt sind aber ¢;, p; und ¢t unabhéngige Variablen und mit Hilfe eines Koeffizi-
entenvergleichs, findet man die Bewegungsgleichungen

. _oH . _ _OH _ oL _oH
%= Bp, Pi="%q ot ot

Diese werden Hamiltonsche Bewegungsgleichungen oder kanonische Gleichungen
genannt.

Bemerkung. 2S5 Differentialgleichungen fiir die ¢; und p;.
e Bewegung des Systems im Raum der ¢;, p; — Phasenraum

e bei skleronomen Zwangsbedingungen H =T + V = E Gesamtenergie des
Systems

dH_ZS:(aH. OH . . O0H

@ =2t ) T

_Z 8H3H 6H8H)+8£
aqj Bpj Op; Op; ot

=0
OH oL

ot ot

Also gilt ohne explizite Zeitabhéngigkeit H = konstant, weil dann %—IZ =0.H

ist damit ein Integral der Bewegung.
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Bei zyklischen Variablen:
. oL
g; zyklisch < % = 0 ¢ p; = konstant = ¢;
j

Dann gilt fir H:
~ OH

P = 77871]»

Damit erscheinen die zyklischen Koordinaten auch nicht in H. p; wird durch die
Anfangsbedingung p; = c; festgelegt. Das System hat also praktisch nur noch
28 — 2 Freiheitsgrade. H ist nicht mehr von ¢;, p; abhéngig. Vergleiche hierbei
L, welches immer noch von ¢; abhéngt. Wir haben hier einen klaren Vorteil des
Hamiltonformalismus.

Vorgehen im Hamiltonformalismus als Rezept

1. Generalisierte Koordinaten festlegen. ¢ = (¢1,- .-, ¢s)

2. Transformationsgleichungen aufstellen. 7; = F(ql, ..+, qs,t) und auch f; =
ﬁ(qla"'aq87Q1v"'aqsvt)

3. Kinetische und potentielle Energie in Teilchenkoordinaten und danach in
generalisierten Koordinaten formulieren.

5. Losen fiir ¢;.

6. Lagrange-Funktion

8. Kanonische (Hamiltonsche) Gleichungen aufstellen und 16sen.

__0H(q,pt) . _ OH(q,p,t)
bi=———F7 — 9% =—F7
0q; Op;
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Beispiel (2D-Fadenpendel). Schritt 1 Zwangsbedingungen: z = konstant = 0
und 22 4+ y? = [2 = konstant. Damit hat das Systeme S = 1 Freiheitsgrade, z.B.

q=¢
Schritt 2
x=lsingp
y=1lcosyp
T =1lqgcosq
g = —lgsing
Schritt 3
1 1
T:imu3+f):§mﬁf

V = —mgy = —mgl cosq

1
L=T-V = 5m12q2+mglc0sq

generalisierter Impuls

oL P
= — = l2 7 = = —
P=9q =M 4T I7 e
L mitg—p
~ 2
L(q,p) = P + mgl cosq
H aus Legendre-Transformation
2 2
. p p
H=ps— L= poor R —mglcosq
2
=52 mgl cos q
Kanonische Bewegungsgleichungen:
_0H _p
e dp  mi?
0H
p= rn = —mglsing

System von 25 = 2 gekoppelten Differentialgleichungen 1. Ordnung

Lésen z.B. per Differentiation

g__ p ﬁein&etzen_gsin
alTi e T g S
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Dies die bekannte Differentialgleichung des Fadenpendels.

Als System 1. Ordnung

i P
ml?
]j _ —mgl Sinq sin qzq:fur k1 —mglq
dfay_( 0 Fm) (4
dt\p) \-mgl 0 p
—_—

M

M diagonalisieren — Transformation U
d
Zyu (q) = UMU1U<q>
dt \p D
g X1 o )\1 0 X1
dt\zo)  \0 Xa) \a,
System entkoppelt

- xz(t) = )\lxl(t) = l‘;(t) — Aekq;t

Losung bei linearen System klar. Bei allgemeinem System numerisch gut zu
handhaben.?%

2.3.1 Zustand eines Systems

Welche Informationen sind notwendig, um ein System (von Massepunkten)
vollstandig zu beschreiben?

Konfigurationsraum

Koordinaten
7= (q1,---,9s) S-dimensional

harmonischer Oszillator im Konfigurationsraum ohne zeitliche Information.

Ereignisraum

d=(q1,---,9s) und ¢ S + eindimensional

— Bahn ¢(¢) aus 25 Anfangsbedingungen. Wo ist der Harmonische Oszillator
zur Zeit t?

Im Hamiltonformalismus:

26ygl. Runge-Kutta-Verfahren
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Phasenraum

7= (q1,---,qs) und p'= (p1,...,ps) zweidimensional

— Phasenraumpunkt @ = (¢1,...,¢s,P1, . - -, Ps) beim harmonischen Oszillator
p2 + i =1
2E
2mFE ?

Daraus kann man die folgende Halbachsen bestimmen

2F
A=, —= B =+V2mFE

mw3
Dies Halbachsen bilden eine Ellipse bei fester Energie E.
Ein Punkt ¢ im Konfigurationsraum reicht aber nicht aus, um das System voll-
stdndig zu beschreiben man benétigt hierfiir noch Impulse, also den Phasenraum,

und natiirlich die Zeit ¢:

Zustandsraum

Der Orts- und der Impulsvektor

—

JZ (Q17"'7QS) p:(pla"'aps) t

legen das ganze System fest.
Die Punkte im Zustandsraum 7(t) werden im Hamiltonformalismus durch eine
Differentialgleichung 1. Ordnung beschrieben.

ﬁ(to) Kenntnis von H ﬁ(t;éto)

Begriff des Zustandes ¥ Ein Zustand V¥ ist ein minimal hinreichender Satz
von Eigenschaften eines Systems, welcher ausreicht, um alle weiteren Eigenschaf-
ten daraus abzuleiten. In der Mechanik gilt, dass es fiir jede Eigenschaft der
Massepunkte einen Punkt im Zustandsraum gibt:

@ pt) = f(7(t))
Wenn aus Kenntnis eines ¥y = U(tg) die Funktion W(t) selbst festgelegt werden
kann, folgt eine Differentialgleichung 1. Ordnung (in der Zeit)
W(t) = W(W(1))

In der Quantenmechanik ist dies die Schrédingergleichung.
Daraus folgen die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen

w(t) = V(7 (1)

Die Hamilton-Funktion spielt eine fundamentale Rolle in der Quantenmechanik
wie auch im weiteren Verlauf dieser Vorlesung.
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2.3.2 Poisson-Klammern

Im Folgenden eine Diskussion weiterer formaler Eigenschaften der klassischen
Mechanik mit Hilfe der Poisson-Klammern. Jede Observable kann als Funktion
eines Phasenraumpunktes f(7,t) = f(q,p,t) dargestellt werden. Woraus die
folgende Bewegungsgleichung folgt

of
Z ;i + 7pj) + o
nun setzt man die Hamiltonschen Gleichungen ein und erhélt:

S pLosion,
0q; Op;  Op; Oq;° Ot

{f:H}tT»IT

Wenn nun f(q,p,t) und g(q,7,t) zwei skalare Funktionen sind, gilt allgemein,
dass

A A )
{f9}ap: ;(agj dp;  Op; 8%)

die Poisson-Klammer von f und g ist. Erinnerung: ¢; = g—g und p; = 72—5.
Jetzt kann die Bewegungsgleichung auch wie folgt geschrieben werden '
3f
a3 T {fa H}q P
Es gibt ein paar Spezialfélle:
{QJv H} iy
= {p], H} D,d

Interessant ist weiterhin:

b= S (2% 04 O D45y
{Qza%}?,q - ;(aqk Opr  Opr Oqi B
=0 =0

_ 5 Op Op Opi O

{plvpk}Paq - Z(aqk 8pk: apk an =0
k=1~
dq; Op;  Oq; Op

lanpitpa=2_(5 52— 557
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Bemerkung (Kronecker-Delta). d;; ist das sogenannte Kronecker-Delta, es gilt
hierfiir:
1 1=
5- - =
Y {0 sonst

Die fundamentalen Poisson-Klammern

{9, 45}p.g = {pispitpg =0
{ai:pj}iq = 0ij

Betrachte nun die Koordinaten @, P mit § = Q(q",ﬁ), P = P(¢,p) wnd H(Q, P)
welche durch Einsetzen in H(q,p) entsteht.

Nun beschéftigen wir uns mit der Frage, ob die Wahl der ¢, p ausgezeichnet ist.
Untersuche hierfiir:

3@1 oOH 8Q,; OH
(4.9 = Z dqr Opr Op aqk)

Da ﬁ(@, ]3) = H(q,p) gilt, kann man die Kettenregel verwenden, um auf
folgendes zu kommen

(00,9100, | OO 00, 071 00, | 0t o,
P 3% 5@1 Opr  OprOpr”  Opr 0Q; Oqr ~ OP, Oqy

Z OH an Qi 9Qi0Qu,  OH 0Q; 9P,  9Q; IP,

)+ =
an 5% Opr  Opy Oqs 8Pz dqx Opr Ok Oqk

—Pz QL

= (~P{Q:, Qu}pqa + Q{Qi. P} 5z)
=1

k=1~

Per Koeffizientenvergleich folgt mit den vorher angegebenen Gleichungen
{Qi,Qi}p7=0 {Qi, Pi}pqg = 0u

Ein #hnliche Rechnung fiir P; fiihrt zu {P;, P}z = 0. Damit gelten die funda-
mentalen Klammern auch fiir andere kanonisch konjugierte Variablen?”. Weiter
mit dem Phasenraumfunktionen fiir unterschiedliche kanonisch konjugierte Va-
riablen F'| G; @, p’ bzw. Q, P wie oben:

. OF G  OF 0G
F.Glra=Y (57— 77
{ Y ;(5%‘ Op;  Op; Og;

27Kanonisch konjugierte Variablen erfiillen die Hamiltonschen Gleichungen. Vgl. ChemgaPe-
dia


http://www.chemgapedia.de/vsengine/glossary/de/kanonisch_00032konjugierte_00032variable.glos.html
http://www.chemgapedia.de/vsengine/glossary/de/kanonisch_00032konjugierte_00032variable.glos.html
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Jetzt wird angenommen, dass G = G(Q, P) gilt. Also G von P und @ abhingig

ist.
_wawq%%%ﬁﬁﬂu%%»
é’ql 3@1 Op;  OP 0p;” Op; 0Qi dq; 0P 0q;

—Z {FQl}pq g{RPz}m) )

Speziell fir F = Q oder F = Py, gilt:

>, 0G oG
{Qk. Glpq= 2(6762; {Qr; Ql}ﬁ,cfraTDl {Qk, Pi}p.q)

=1 -0 onl
BG
0G
{PkﬂG};Dq Z { kﬂQl}pfl {Pkﬂ‘Pl}ﬁ,(T:_iz_{vak}
| — l%:—/o OQk

=—0k1

Die Poisson-Klammer ist antisymmetrisch
of 9 Of 9y
o) ={9./tsa

o109 0f g _
{f.9}pa = Z Oq Op;  Op Oqr Z Oy 5(]1 3(11 op

aG
=57 = 1{G Pilpg

0Qy,
Zurick zum Beweis. Mit F gilt
oF
F L=
{ 7Ql}p,q 6-Pl
oF
FPlyo=—
{ l}P,q an

in @ ({F.G}ps=>1_1 ggl {F,Qi}pq+ aPL G {F, P}, folgt damit nun)

oG = OF 0G OF
{F,Q}pq= 2(87@(78713[) + aTglanl)

Sy e
an oP, 0P 0Q

={FQ}H
{fﬂH}+7

Die Poisson-Klammer héngt also nicht von der Wahl der kanonisch konjugierten
Variablen ab. Die Koordinaten als Index kénnen deswegen weggelassen werden.

{F.Glap={FGlgp=1{FG}
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Die Poisson-Klammer kann auch als algebraisches Konstrukt mit den folgenden
Eigenschaften betrachtet werden

Linearitdt {cif1 + caf2,9} = c1{f1,9} + co{f2,9} (c1, c2 konstant, ¢1, ¢ € C)
Antisymmetrie {f,g} = —{g, f} und somit {f, f} =0

Nullelement {c, f} =0, f = f(g,P,t); ¢ = konstant (D.h. konstante Elemente
sind Nullelemente.)

Produktregel {f,gh} =g{f,h}+{f,g9}h
Jacobi-Identitit {f,{g,h}} + {9, {h, f}} + {h. {f.g}} =0

Bis hier wurde die Poisson-Klammer nur als algebraische Vereinfachung betrach-
tet, mit eventuell der Einsicht der fundamentalen Klammern. Fiir physikalische
Einsichten gehen wir zuriick zu den Zustandsgréfien.

Physikalische Einsicht

Observable: af of
D.h. fir Integrale der Bewegung gilt
df _of
E—Ound {H, f}= 5t

insbesondere, wenn f nicht explizit zeitabhéngig ist. Die Kenntnis der Integrale
der Bewegung ist wesentlich fiir die Losung eines dynamischen Problems. Dafiir
finden wir hier ein einfaches Kriterium.

Einfacher Test: f = H: 9L = {H H} + %—If = %—? schon bekannt (bei sklerono-
men Zwangsbedingungen = Energiesatz).

Bis hierhin haben wir die Poisson-Klammer?® ausfiihrlich als mathematisches
Werkzeug der klassischen Mechanik diskutiert. Jetzt werden die abstrakten
Eigenschaften der Klammer werden verallgemeinert. Das gibt uns eine andere
Realisierung der Klammer, was uns (fast) die ganze Quantenmechanik gibt.?%

2

2.4 Ausblick auf die Quantenmechanik

Jetzt sei {,} eine abstrakte Klammer mit den abstrakten Eigenschaften der
Poisson-Klammer. Wir verstehen diese als mathematische Struktur. Eine Rea-
lisierung dieser Struktur ist die bekannte Poisson-Klammer in der klassischen
Mechanik.

280b das Wort im Plural oder Singular geschrieben wird ist egal, es wird in der Regel das
selbe gemeint.
29Tnsbesondere auch die Heisenbergsche Unschérferelation.



KAPITEL 2. KLASSISCHE MECHANIK 47

Alternative Klammer in der Quantenmechanik Hier sind Observablen
lineare Operatoren A, B, C, ...auf Hilbertraumen. Z.B. A, B, C' = Matrizen
auf gewohnlichen Vektoren. Man definiert die Klammer jetzt als Kommutator3®
[A, B] = AB — BA. Konkret kénnen Operatoren Matrizen sein. Hierbei ist die
Nichtkommutativitit z.B. von Drehungen bekannt.3! ,Reihenfolge der Operato-
ren ist relevant®. Und damit ist natiirlich [A, B] nicht immer 0. Eine konkrete
Formulierung der Quantenmechanik aufgrund dieser mathematischen Struktur
ist:

1. Physikalische Observable A entspricht hermitischer, lineare Operator A
auf einem Hilbertraum.

2. Mogliche Messwerte von A entsprechen den Eigenwerten von A.

3. {...,...} entspricht %[A7 B] mit h = %

4. Die Fundamentalklammern sind [g;, p;] = ¢%d;; (analog zur Poisson-Klammer)
[9i: g;] = [pi,ps] = 0.

5. Hamilton-Funktion H (g, p,t) wird zum Hamiltonoperator H, dessen Ei-
genwerte die moglichen Energiezustdnde sind.

6. Bewegungsgleichung:32

d 1 0A

Daraus folgen die Postulate der Quantenmechanik.

30Der Unterschied zwischen AB und BA beschreibt die Symmetrie.

31Es spielt eine Rolle, ob man ein Objekt erst um die x-Achse um 90° und dann um die
z-Achse um 90° rotiert, oder andersrum.

32 Auch als Heisenbergsche Bewegungsgleichung bekannt, vgl. Wikipedia


https://de.wikipedia.org/wiki/Heisenbergsche_Bewegungsgleichung

Kapitel 3

Relativitat

Begriff Wie beobachtet man physikalische Phdnomene in relativ zueinan-
der bewegten Bezugssystemen? Und wie steht es um die Invarianz/Kovarianz?
physikalischer Observablen und Gesetze?

Bei gleichférmig geradlinig zueinander bewegten Systemen (Inertialsysteme)
wird die spezielle Relativitatstheorie angewendet. Dariiber hinaus gibt es fiir
gegeneinander beschleunigt bewegte Bezugssysteme die allgemeine Relativitéts-
theorie: Aus den Beschleunigungen folgen Scheinkréfte und die Gravitationskréfte
werden als Eigenschaft von Raum und Zeit beschrieben.

Im Folgenden betrachten wir ,nur“ die spezielle Relativitatstheorie. Das wich-
tigste Kriterium fiir sogenannte relativistische Phédnomene sind die Geschwindig-
keiten der beteiligten Systeme:

e Bei v < ¢ hat man den klassischen (also nichtrelativistischen) Fall, den
wir schon im 2. Kapitel ndher betrachtet haben.

e Bei v < ¢ sind die relativistischen Effekte bedeutend und man verwendet
die spezielle Relativitatstheorie.

Man sieht, dass die Theorie so konstruiert ist, dass die Newtonsche Mechanik
als Grenzfall v < ¢ in ihr enthalten ist.

IBedeutet “koordinatenforminvariant”. Wenn man die Koordinaten transformiert, erscheint,
was man betrachtet, auf die gleiche Weise. Die Gleichungen behalten also ihre Form.

48
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3.1 Bezugssysteme / Inertialsysteme

3.1.1 Klassische Mechanik

In der klassischen Mechanik gibt es Bezugssysteme, die anderen gegeniiber
scheinbar ausgezeichnet sind, da in ihnen keine Scheinkréfte wirken. Diese nennt
man Inertialsysteme. Moglicherweise gibt es hier einen einzigen absoluten Raum.?

Sicher gibt es aber eine absolute Zeit?, gegen die in der klassischen Physik nichts
spricht.

Um nochmal auf die Inertialsysteme zuriickzukommen: Genauer gilt in ihnen das
Newtonsche Gesetz F = mi* ohne Hinzunahme von Schein- oder Tragheitskraften.
Im Folgenden ist der Ausgangspunkt das Inertialsystem 3. Alle Systeme X/, die
sich geradlinig und gleichformig mit der Geschwindigkeit ¢ relativ zu 3 bewegen
(7" = 7 — ©t), sind auch Inertialsysteme. Deswegen kann man in der klassischen
Mechanik einfach die Galilei-Transformation (z.B. ¥ || £) verwenden.

Die Konsequenz fiir Lichtwellen, die sich in einem System Y sphérisch ausbreiten,
ist nun folgende:

% ¥ per Galilei Transformation

|~

5/

=7 mit ¥ := 7' =F—U=cf -7

=

Dass heif3t, dass sie sich nicht wirklich sphérisch in ¥/ ausbreiten. Offensichtlich
scheint sich nach der klassischen Mechanik das Licht in einer Art ,Weltdther
auszubreiten, welcher verkniipft ist, mit der Idee des absolutem Raumes. Und
die Behauptung ist, dass es einen absoluten Raum gibt, in dem der Ather
ruht. Hier breitet sich das Licht sphérisch aus.

Michelson-Morley-Experiment

Um die ,,Ather-Behauptung“ zu verifizieren stellte der Physiker Albert A. Mi-
chelson 1881 in Potsdam und verfeinert 1887 in den USA, mit dem Chemiker
Edward W. Morley das nach ihnen benannte Experiment auf. Die Ironie dahinter
ist, dass sie keinen Ather (bzw. dessen ,Wind“ beim Durchstreifen) nachweisen
konnten. Thr Experiment schlug also fehl. Morley bekam dafiir aber als erster
Amerikaner 1907 den Physik Nobelpreis.

Mehr Informationen, wie auch eine Aufbauskizze, finden sich in der Wikipedia.

2 Der absolute Raum ist der von Isaac Newton postulierte, sowohl vom Beobachter als
auch von den darin enthaltenen Objekten und darin stattfindenden physikalischen Vorgiangen
unabhédngige physikalische Raum.“ Wikipedia

3 Die absolute, wahre und mathematische Zeit verflieft an sich und vermoge ihrer Natur
gleichféormig und ohne Beziehung auf irgendeinen dufleren Gegenstand.“ — Isaac Newton:
Mathematische Prinzipien der Naturlehre; London 1687


https://de.wikipedia.org/wiki/Michelson-Morley-Experiment
https://de.wikipedia.org/wiki/Absoluter_Raum
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Idee Wir betrachten die Bewegung der Erde um die Sonne, denn die Erde
driftet mit immerhin v = 30kms~! um die Sonne durch den Weltéither. Jetzt
ist die Frage, ob sich das Licht zu unterschiedlichen Jahreszeiten unterschiedlich
ausbreitet? Oder ob man generell die Geschwindigkeit des Athers relativ zur
Sonne messen kann?

Aufbau Grob zusammen gefasst, lauft das Licht, mit Wellenldnge A, iiber
zwei verschiedene Wege, welche senkrecht zu einander legen. Diese beiden Wege
sind gleich lang. Fiir eine konstruktive Interferenz der beiden resultierenden
Lichtstrahlen muss die Wegdifferenz 65 = (So — S1 — Sp) — (So — S2 — So) = mA

sein.

Die Laufzeiten A;; sind unter Beriicksichtigung des Atherwindes Sy — S1 : Agp =
L (mitAther), Sl —)SO:Am: Cll —>SQ—S1—S()ZA1 = l71—|—l71 =

c—v +v c—v c+v

2% 171% (aus Zeichnung) cA3, = 13 + v2A%), cA2, = 13 + 02 A2y, Aoy = Ao =

Ay = 2% L = damit bekommt man den Laufzeitunterschied und damit

c2
wiederum die optische Wegdifferenz der zwei Teilstrahlen

l l
§=c(Ay—Ay) =2 EEE—

Nun dreht man die Apparatur Apparatur um 90°. Wie dndert sich die Intensitét?
Die Rolle von I; und I5 wird einfach vertauscht.

§ = (Al — A}) =2

1 1
S=08—5=2(1 +1s) —= =
Angenommen v < ¢ und damit £ < 1, dann gilt
v? 102 v?
R2L+h)(1+=—-—01+==)+... | =1+ )=
szah+) (145 -1+ 554 ) =+

Bei sichtbarem Licht mit A ~ 500 nm und der Lichtgeschwindigkeit ¢ = 3 x 108 ms~!
miisste I + lo & 50m gelten, um eine Verschiebung um 1 Interferenzmaximum
messen zu konnen. Im Michelson-Morley-Experiment waren es ungefihr 10 m
mit Vielfachreflexionen, weswegen es sensitiv genug gewesen wire. Aber es
wurde trotzdem kein Effekt gemessen! Genauso wie in vielen nachfolgenden
gleichartigen Experimenten.
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Folgerung. Die Lichtgeschwindigkeit ist {iberall, d.h. in jedem Bezugssystem,
gleich.

Folgerung. Wenn es weiterhin Inertialsysteme geben soll (jetzt erst recht!) ist
die Galileo-Transformation notwendigerweise falsch. Damit gibt es keine absolute
Zeit und keinen absoluten Raum.

Folgerung. Es gibt auflerdem keinen unendlich schnellen Informationsaustausch.
Da der Begriff der Gleichzeitigkeit an eine Synchronisation mittels Licht
gebunden ist, ist jener Begriff nur in ruhenden Systemen klar, in ihnen ist eine
Synchronisierung moglich, in bewegten Systemen ist das ganze viel schwieriger.
Wir werden spéter auf diesen Begriff noch einmal zuriickkommen.

3.2 Einstein

Einstein hélt mit seinen Theorien an der Gleichberechtigung aller Bezugssysteme
fest, bzw. erfordert sie.

3.2.1 Einsteins Postulate

Aquivalenzprinzip Die Physikalischen Gesetze und Experimente sind in gleich-
féormig und geradlinig zueinander bewegten Systemen gleich.

Konstanz der Lichtgeschwindigkeit Die Lichtgeschwindigkeit ist in allen
Systemen gleich (= ¢), unabhiingig von der Bewegung der Quelle.

Daraus folgen neue Transformationsformeln fiir physikalische Gréfien, insbesonde-
re fiir Raum und Zeit, in welchen als Grenzfall v < ¢ die Galilei-Transformation
enthalten sein muss.

3.2.2 Lorentz-Transformation

Wieder betrachten wir zwei Bezugssysteme ¥ und ¥, wobei sich ¥’ mit der
Geschwindigkeit v gleichférmig und geradlinig gegeniiber ¥ bewegt. Die ausge-
zeichnete Achse (auf welcher die Bewegung geschieht) ist hierbei 0.B.d.A.* z
bzw. z' (d.h ¥ || 2). Bei ¢t = 0 sind beide Systeme identisch.

Wir vergleichen im Folgenden zwei Lichtblitze, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 im
Ursprung von Y und ¥’ ausgesandt werden, ¥ : r = ct, ¥’ : v/ = ct’ Sie bilden
jeweils Kugelwellen bei welchen wegen der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit
gelten muss

A2 = 2% 4 y? 4+ 2% =12 baw. A2 = 2 4y 4 22 =

Es findet offensichtlich eine Verkniipfung von Raum und Zeit statt.

4ohne Beschrankung der Allgemeinheit
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Viervektoren

r= (222, 2%, 2%) = (ct, ¥ € R?)

Diese Vektoren sind nicht euklidisch, sondern Elemente des Minkowski-Raums,
weiter gilt damit

332 — (1,0)2 _ (1,1)2 _ (1,2)2 _ (1,3)2 — (ZEO)2 _ 52 — C2t2 _ i,Q
Die gleiche Ausbreitung der Kugelwelle in ¥ und ¥’ ist die Invarianz des Vierer-
vektorquadrats im Minkowski-Raum.

2

2= oder M2 — 22—y — 2= 22 _ g2y _

Die gesuchte Transformation ist die sogenannte Lorentztransformation. Of-
fenbar ist die Wahl der Koordinatenachsen willkiirlich, womit wir die spezielle
Lorentztransformation haben, welche zusammen mit einer Drehung, die all-
gemeine Lorentztransformation ergibt.

Die Beziehung zwischen x und z’ ist notwendig linear, weil wir nur gleichférmige
und geradlinige Bewegungen betrachten.

't = Lha

x# ist in dieser Schreibweise die u-te Koordinate des Vierervektors (29, 21, 22, x3)

Index-Notation Ein kurzer Notationseinschub.

3
S:d’A:Zaibz — S:azbl
=1
3
(C_l')l = (Mb)l — a; = ZMijbj = Mijbj
=1
a= LME — a; = Liijlcbk

Vierervektoren x*,z, mit z* sind oft sowohl in der Indexschreibweise als auch
als ,,ganzer” Vektor geschrieben. Weiterhin ist x,, = (20, —%) der kovariante und
a# = (2%, 7) der kontravariante Vierervektor. Das Skalarprodukt ist jetzt

3
[T nw_— 0,0 s
ruy —E Tpy =Yy —2Y
pn=0

Als Konvention gilt weiterhin u, v, p, o € {0, 1,2, 3}, Index 0 ist die Zeit, i, j, k,l €
{1,2,3} und cosxy = cos(z)y
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Weiter mit der Lorentztransformation:
3
2t =LH " = E L¥ x”
v=0

= L”Ozo + L”lxl + L“2:c2 + L“3x3
_ LMO.’EO _ Lulxl _ Lu2x2 _ L“3$3
2'* = LM x¥ Bewegung von Bezugssysteme in z-Richtung

Die z- und y-Richtung sind invariant, da die Bewegung in z-Richtung stattfindet
und damit offensichtlich 2’ = z und 3’ = v.

Ct/ Loo 0 0 L03 ct
Z| [0 1 0 0 x
vy |1 | 0 01 0 Yy
2 L30 0 0 L33 z

Es findet nur ein Vermischen der ct- und z-Komponente statt, nicht aber der
z- und y-Komponenten. Folgende beide Gleichungen miissen erfiillt sein, vgl.
Anfang dieses Abschnitts.

~
=)
1S)
&
=)
+
t~
)
1)
&
w
o
|
~
)
)
&
=)
~
w
%)
&
w
e
Il
=
=)
o
|
=
)
o

L(2)3 - ng =-1
LooLoz — L3gL3z =0

Nun hat man 3 Gleichungen fiir 4 Unbekannte. Es ist also 1 Parameter iibrig.
Im Folgenden verwenden wir zur Losung sinh und cosh.

sin? ¢ 4 cos? p = 1 — cosh? y — sinh?y = 1

— coshy = Ly —sinhy = Lgg Gl. 1
= L33 = Lo3 GL 2
coshysinhy — sinhycoshy =0
coshy 0 0 —sinhy
Wiéhle damit jetzt L = 8 (1) (; 8
—sinhy 0 0 coshy
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Was ist die Bedeutung von y € R? Was ist der Zusammenhang zwischen y und

v? Und was hat y mit der Bewegung des Ursprungs von ¥/ in ¥ zu tun?
v v
23 =ovt = —ct = —2°
c c

z® =0=coshy 2® —sinhyz® Lorentz-Transformation

Lz0=vt wegen der Bewegung des Ursprungs

= (E coshy — sinh y)2® = 0
c

——
=0
v sinh v v
Z = y_ tanhy — y = artanh— = tanh™* -
¢ coshy c c

y ist die ,Rapiditat® oder auch ,verallgemeinerte Geschwindigkeit®. Im Ge-
gensatz zu normalen Geschwindigkeiten, kann man Rapiditdten auch in der
Relativitatstheorie einfach addieren. Siehe auch 3.2.2.

v v
y<lund - K1l=y~—
c c

cosh? y — sinh?y = 1

. h2
cosh? y(1 — i 2y):1
cosh®y
cosh? y(1 — tanh?y) = 1
b 1 1 1
coshy = — = = _ =7
\/lftanhy \/1_%; \/17ﬂ
sinhy = coshytanhy = —<S— = .5
1-4

Ublich sind folgende Abkiirzungen: 3 = oy = \/11_7 — coshy = v; sinhy = vf

und damit
v 0 0 —p
0 1 0 0
L= 0 01 0
-8 0 0
L ist die ,verallgemeinerte Drehung®.
Komponentenweise:
=
/
Yy =y
2" =~(z — Bet)
ct’ = ~y(ct — Bz)

Dies sind die Lorentztransformations-Formeln. Die Zeit wird offensichtlich
mittransformiert. Das ist bei der Galilei-Transformation nicht der Fall.
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Bemerkung. Der Grenzfall bei v < ¢ ist die Galilei-Transformation.
Bemerkung. c ist die Maximalgeschwindigkeit (sonst wére  imaginir).

Bemerkung. Die Inverse Lorentztransformation ist L=! = L(v — —v), was
trivial ist, denn ¥ bewegt sich von ¥/ aus mit —v entlang der z-Achse, oder
genauer:

( ¢! —75) (’Y 75) _ ( 7 =P 72,6’—725>
-8 v 8 v —¥2B+72B —72B% + 42
_ (-5 0 _ (10
- 0 Y(1-p%)  \0 1
0,.0

Bemerkung. Es gilt 22 = 292° — 7 = (2°)? — 2%. Neben 22 sind alle Quadrate
von Minkowski-Vierervektoren invariant unter Lorentztransformationen. Ebenso
gilt dies auch fiir die Skalarprodukte z,y* = y%y° — 7§ = L)z, L'y’ die
sogenannten , Lorentz-Skalare®.

Folgerung ((a) Gleichzeitigkeit).

2 =(z — Bet)
ct’ = y(ct — Bz)

In zwei Systemen ¥ und Y’ vergeht die Zeit also unterschiedlich schnell. Was ist
nun mit der Gleichzeitigkeit?
Im Bezugssystem X finden zwei Ereignisse gleichzeitig bei z; bzw. zo statt.
Im Bezugssystem X/ gilt ct] = v(ct; — fz1) und cth = y(cta — Bz2), damit ist
cAt = ¢(t) —th) = vB(22 — z1) # 0. Das Vorzeichen hingt vom Vorzeichen von
(22 — z1) ab. Die Reihenfolge ist damit moglicherweise variabel. Findet damit
eine Vertauschung von Ursache und Wirkung statt?
Sei X ty > 13
Yie (ty—th) =9t —t1) = B2z — 21))

——

>0, wenn kausal

also y(c(ta — t1) — B(z2 — 1)) > 0!
v > 0,als c(ta — t1) > B(z2 — z1) immer, wenn c(t2 —t2) > (22 — 2z1) (da 8 < 1)
und damit gilt cAt > Az
Also cAt > Az.
Ein Lichtsignal kann Informationen zwischen z; und 2o austauschen. Damit bleibt
die Kausalitit erhalten (t5 > t1), andernfalls wire cAt < Az und deswegen keine
Informationsiibertragung moglich. Die Reihenfolge der Ereignisse kann dann
zwar gedndert werden, aber es ist nicht beobachtbar.

cAt > Az Informationsiibertragung moglich
< ...nicht

allgemein fiir Vierervektoren z = (ct, &)
ct? > 2 zeitartiger Vektor
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ct? < 72 raumartiger Vektor
c?t? = i lichtartiger Vektor

Im System 3: Lichtblitze werden am Ort z, zu den Zeiten ¢t und to mit At = to—ty
ausgesendet.

Im System X': Hier gilt fiir die selben Lichtblitze At' = 5 —t!, ¢t} = vy(ct1 — B%)
und cthy, = y(cty — Bz) und damit At' = YAt = —L_At > At

i
Firv>1 (v #0) wird die Zeit in ¥/ gedehnt.

Fiihrt dies zu einem Paradoz? Nein, denn auch die (anderen) Koordinaten werden
transformiert. Obwohl z = z; = 2z in ¥ gilt 2 = (2 — Bety), 25 = y(z — Betz)
und 2z — 2§ = Az = —yBcAt = —cSAY #0in ¥'.

In ¥: Die Ereignisse finden an einem Ort statt und die Zeit wird mit einer Uhr
gemessen.

In ¥': Zwei Uhren sind hier an den Orten z] und z} notwendig.

Y ist also ein ausgezeichnetes System, an welchem die Zeit immer an einem Ort
gemessen wird.

Definition (Eigenzeit). Die Eigenzeit ist die Zeit, die im Ruhesystem vergeht.
Sie wird als 7 notiert.

Beispiel (p-Zerfall). Jedes Teilchen hat sein eigenes Ruhesystem, in dem es die
Eigenzeit 7 gibt. Ein Beispiel fir die Bedeutung der Eigenzeit ist der Myonen-
Zerfall (u-Zerfall). Ein pPm zerfillt in ein e, 11 und vy Teilchen. Sie entstehen
in den oberen Schichten der Erdatmosphéire. Mit dem Zerfallsgesetz ist die
erwartete Anzahl der p, nach der Zeit t: N(t) = N(O)e%). Die Lebensdauer 7
ist so kurz, dass die p es nicht in grofler von der oberen Atmosphére bis zur
Oberflache schaffen wiirden, ohne vorher zu zerfallen. Man detektiert sie aber
trotzdem, weil der v-Faktor & 9 ist (sie bewegen sich recht schnell) und das
Zerfallsgesetz sich auf ihre Eigenzeit bezieht.

Langenkontraktion

Im Bezugssystem X ist ein Stab der Lange [ in Ruhe. Die Lange kann als Differenz
zweier Orte | = zo—z1 angesehen werden. In ¥’ gilt offensichtlich z{ = v(z1—fcty)
und 25 = y(2z9 — Bet). Damit ist I = 25 — 2] = (22 — 21) — yBe(ta — t1). In X’
sollen ¢} und ¢} gleich sein, da die Lénge des Stabes zu einem festen Zeitpunkt
gemessen wird (und beide Enden gleichzeitig). Damit folgt ¢t} = (21 — Bcty) -
cth = y(z2 — Beta)

— ¢ty — ﬁzl =cty — 52’2

C(tg - tl) = ,8(2’2 - 21)

U =v(z—21) =8Bz —21) =7 (1 = B*)(za—21) = ' = 2(za—21) = £ <

Die im bewegten System gemessene Losung ist also kiirzer, was eine Konsequenz
der Messvorschrift , gleichzeitig” ist.
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Addition von Geschwindigkeiten

L(Bs) = L(B2) L(B1)
73 0 0 —383
[ o 10 o
o 0 0 0 1
383 0 0 3
Vo 0 0 —725
[ o 10 o
- 0 0 0 1
7282 0 0 vy
7 0 0 —mp
[ o 10 o
o 0 0 0 1
-mpBr 0 0

Welche Geschwindigkeit vz ergibt sich, wenn eine Geschwindigkeit v; um vg

geboosted wird?
( V2 —7252>< 7 —’)’151>
7282 2 151 "

Y2 F 1B 1281 — Y1282
117282 — 11281 MeBiB2 + 12

L ( 73 —7353)
—v3Bs 3
_ (7172(1 +B1B2)  —m72(Br+ 52))
—7172(B1 + B2)  yy2(l+ Bi1f2)
Damit folgt 45 = 7172(1+ 81 82) und 7383 = 172(B1+52) — f3 = 222 = i
¢f3 ist die Geschwindigkeit in ¥/, wenn ¢f; die Geschwindigkeit in ¥ war und
sich ¥/ mit ¢35 relativ zu X bewegt.
z.B. 0)7)1:”225—>512522%753=ﬁ=§<17v3:§c<c

b) v1 = ¢, f1 = 1, Boost mit S, f3 = 13_"’15[322 = }ig; = 1 Damit ist egal, wie

schnell sich ¥’ bewegt. Es gilt immer 33 = 1, wenn 8; = 1, auch wenn 8 = —1.

Rapiditdten (Erinnerung) 3 = coshys und v — 383 = sinh y3 aber auch
v3 = coshys = y1ys + 71517282 = coshy; coshys + sinhyy sinhys = 1(e¥* +
e*yl)%(eyz + ey2) + i(eyl _ 6*?]1)(692 _ efyz) —_ i(eyl €Yz 4+ e¥ie™Y2 4 e VieY2 |
e Yie Y2 4 e¥ig¥2 — gUle= V2 _ o ¥1g¥2 _ o~ U1 e—yz) — i(2€y1 ev2 + e~ V1 e—yz) —
1(eviHv2 4 e=(W1Hv2)) = cosh(y; +ys) = coshys (analog fiir sinh y3). Also werden
die Rapiditéten einfach addiert.

Bs = £ v = coshy — coshys = cosh(ys + y2) = ys = Y1 + ¥

Die Rapiditdten konnen also als verallgemeinerte Geschwindigkeiten angesehen
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werden.

Der Vergleich von Ereignissen in zwei Systemen ¥ und X’ kann graphisch mit
Hilfe sogenannter Minkowski Diagramme?® geschehen.

Wie tragen wir Ereignisse in 3’ hier ein? ¢t’ — Achse: bei 2’ =0

z’zOz’y(z—b’ct)%ct:%z (in %)
O<ﬂ<1,%%>1

z'-Achse bei ¢t/ =0
' =7(ct—pz)=0— ct = pz

Achseneinteilung? (x,y = 0)
L= P = 2= 22 2B 2 =122 — 22 =12 = 22 — 2
Winkelhalbierende = Lichtkegel d+-ct = 42 und +ct’ = 2’

3.2.3 Zuriick zur klassischen Mechanik

Suchen Begriffe Impuls, Kraft, Geschwindigkeit. Differentiale?
dat = (edt, da, dy, dz)
Infinitesimale Verriickung. — Invariante
ds? = Adt?(dx)?
= Adt? — dz? — dy? — d2?
da? dy? dz?

2 1,2
= c°dt*(1 — — —
( c2dt?  c2dt? c2dt? )
AR 8=
2 2 1,2 v?
=ds” = ¢*dt (1—0—2)
1
,72
1
= iQCth2

%ds = dr — Eigenzeit 7 (Zeit, die im Ruhesystem vergeht). Vergleiche mit der
Zeit im Beobachtungssystem ¢

1
dr = —dt(=t =~1)
Y

5vgl. Wikipedia
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Eigenzeit als Kandidat fiir Zeitdifferential in mechanischen Gesetzen. — Vie-
rergeschwindigkeit iiber Eigenzeit

B da# B dz# dt B dx#

L
S T et e T
d dz
= ’7&(675)‘%72/72) = ’Y(Cv ﬁ)
:’Y(Cag)
2 2,2 =2 2 2 v?
wfuy = u” =77 =) = (1= 3)
——

Ein Ansatz fiir die Kraftgleichung (ﬁ = md und m skalar) ist

dut
KH — e
m dr

Zunéchst betrachten wir nur die rdumlichen Komponenten

K’i

@i b a i
MU= Myt = my v

dr
= g m Ui
- ’ydt \l./

=p* rdumliche Komponente des relativistischen Impulses
p' = ymv’ —— mv’
Kt = ,sz F

Was ist K9? Wir betrachten hierfir

—

K-u=Kru, =K - K@

d
= (mguo)uo - (mgﬁ) T
1 d
= §md—(u0u0 ) (Produktegel riickwérts)
T
1 d , 1 d o,
— M 2" ar¢ =0
=KW =K i= K% ¢c=~F -
F.-@
=K'=+« Y
c
Viererkraft
F-5 -
K* = (" F)



KAPITEL 3. RELATIVITAT 60

Was ist die nullte Komponente der Minkowski-Kraft K#?

[I3 - 9] = Energie pro Zeit.
2

T, = —m<_ — ymc? relativistische kinetische Energie
/1-52
vy = L —1+%Z—3+...—>TU=m62—|—%mU2—|—...

Vi-% o
Damit ist die kinetische Energie 2mv? + die Ruheenergie mc* (welche eine
additive Konstante ist):
Ey = mc?

Bleibt noch der Viererimpuls p* zu betrachten:

p = mut = my(c,v)
— (yme, ymd)
T,

Bemerkung. Der Energie-Impuls-Vierervektor entspricht dem Zeit-Raum.

pup" = p? =Pm? — 25
T2
AR

= m?u? = m?c® = konstant

Die Masse selbst ist ein Lorentzskalar. Sie d&ndert sich nicht.



Kapitel 4

Quantenmechanik

4.1 historische Experimente und Widerspriiche

4.1.1 Hohlraumstrahlung

Die Hohlraumstrahlung ist auch als Warmestrahlung oder Schwarzkorperstrah-
lung bekannt. Sie wird von einem idealisierten Raum, dessen Wéande die Tem-
peratur 7" haben, im Gleichgewicht stdndig von den Wénden gleichermaflen
emittiert und absorbiert. Der Raum/Korper hat keine besonderen Eigenschaften
(d.h. er ist schwarz). Man beobachtet die Strahlung durch ein kleines Loch in
einer der Raumwénde. Es geht nun darum, eine Erklarung des beobachteten
Spektrums % = w, (v Frequenz des Lichts) = ,Verteilung von Frequenzen v
des Lichts“ zu finden. Die Abhéngigkeit derselben von der Temperatur bereitetet

dabei viele Probleme.

4.1.2 Folgerungen aus der klassischen Thermodynamik

Folgerung (Kirchhoff). Mithilfe der klassischen Thermodynamik folgerte Kirch-
hoff, dass die Frequenzverteilungsfunktion folgende Gestalt hat

Wy :f(VaT)

f(v,T) ist dabei eine universelle Funktion, welche unabhéngig von z.B. den
Wiénden ist.

Folgerung (Wiensches Gesetz). Wien postulierte die folgende Gestalt fiir f

F0. 1) = vg()

61
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Folgerung (Stefan-Boltzmann-Gesetz). Der Energiegehalt des Spektrums ist

o0 oo
w(T) = /0 wydv =W = /0 Vgg(%)dv
=T / 23g(x)dr = oT* Stefan-Boltzmann-Gesetz
0

Folgerung (Rayleigh-Jeans-Gesetz). Das Maximum der Energieverteilung ist

Vmax
T

— /\max *Vmax = C

= konstant

— Amax - 1 = konstant

Daraus folgt, dass mit steigender Temperatur, die Wellenldnge sinkt (und die
Frequenz steigt). Also strahlt ein Korper nach diesem Modell bei steigender
Temperatur zuerst schwarzes (also gar nicht), dann rotes und bei sehr hoher
Temperatur weifles Licht aus.

Jetzt geht es an die Berechnung der im Versuch erwartbaren Werte von g(#)
mit Hilfe der klassischen Physik.

Annahme Im Hohlraum bilden sich stehende Wellen aus. Im sich einstellenden
thermodynamischen Gleichgewicht entfallen auf jeden Freiheitsgrad %kBT an
Energie. Hierbei ist kp die Boltzmann-Konstante. Wir zéhlen jetzt die stehenden
Wellen im Hohlraum, um damit auf eine bessere Form von g zu kommen:

Der Hohlraum ist ein Wiirfel mit Kantenldnge a. Also gilt fiir jede Richtung,
dass jede stehende Welle in dieser Richtung % ‘n=acosamitn=0,1,2,3,...
erfullen muss. Das gleiche natiirlich auch fiir die y und z-Richtung, womit wir
ni,ng,n3 = 0,1,... bekommen, mit:

2a cos o 2a cos g 2a cos ag
nG = ——— ng = ——— nyg = ———
A A A
- 2
@ = (cos aq, €os (g, COS A3) u- =1
2a 2av
2 2 2 2 2
:>n1+n2+"3:(7) :(70 )

Daraus folgern wir, dass v = #=+/n 4+ n3 + n3 erlaubte Frequenzen fiir stehende
Wellen im Hohlraum sind.

Der Frequenzraum ist ein kubisches Gitter mit der Kantenlénge 5. Wir zéhlen
alle Frequenzen zwischen zwischen 0 und v:

Nur der Oktant mit positiven Koordinaten

1

“Kugel mit Radius* v __ § 14nm (2a,,\3
Volumen / Punkt N(l/) - (5%)3 83 ( c V)
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dN(v) = 47Ta3‘6’,—§d1/ Deswegen ist die Anzahl der Frequenzen zwischen v und
v + dv. Die spektrale Dichte der Zustidnde mit

1
Zkn- . -
2 B \2/ 2 2/€BT
E + B - Feld Polarisierungen
ist: Energie / Volumen a®
2
W,dv = 87r—3kBle/
c
3
T
— 8rkp—dv
c v

14 kB T
= 9(5) = 87(73;

Die letzte Zeile wird auch als Rayleigh-Jeans-Gesetz bezeichnet.

SN

S

Ein alternatives phinomenologisches! Gesetz (Wien):

Qualitativ sieht die Formel wie folgt aus:

1Sprich: Wurde durch scharfes Hinsehen gefunden.
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NS

e[S

Wir suchen nun eine moglichst gute Interpolation der Daten.

Da die Gesamtenergie fooo W,dv = oo ist, kommt es mit dem Rayleigh-Jeans-
Gesetz zur sogenannten Ultraviolett-Katastrophe. Hierbei ist zu beachten,
dass das Rayleigh-Jeans-Gesetz besser bei kiirzeren Wellenldngen und Wiens
Formel besser bei grofleren Wellenldngen passt. Deswegen liegt die Ultraviolett-
Katastrophe nur an ersterem.

Ausweg Der Ausweg ist die Plancksche Strahlungsformel.

Planksche Strahlungsformel und Wirkungsquantum

Wir betrachten den Austausch zwischen Strahlung und Wand: Dieser findet mit
den linearen Oszillatoren in letzter statt. Klassisch gesehen sind Oszillatoren
jeder Energie erlaubt.

Planck postulierte nun, dass nur F, =n-¢y,n =0,1,2,... erlaubt sind. Diese
Hypothese wird auch Quantenhypothese genannt. Die Atome in der Wand kénnen
also nur diskrete Energiewerte AE =m - eq (m=0,4+1,£2,...) aufnehmen
und abgeben. Dies steht im krassen Gegensatz zur klassischen Physik. Jetzt gibt
es insgesamt N Oszillatoren in der Wand. N(n) von ihnen sind im Zustand
E =n-¢y. Damit gilt natiirlich

N =Y N(n) E =Y N(n)ne
n=1 n=0

Die mittlere Energie pro Freiheitsgrad ist

. K
€= —

N
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Im thermischen Gleichgewicht gilt

N(n) ~ e=Fneo

Die Verteilung wird auch Boltzmann-Verteilung genannt. Dabei gilt g = kB%

Wir rechnen nun € aus und vergleichen den Wert mit dem ,klassischen“ Wert:

e=fmo M T

Zn:O eiﬁneo dﬁ

Ein mathematischer Zwischenschub: Mit der Formel fiir die geometrische Reihe
und S, €9 > 0 gilt hier:

ZZO:O neoe—ﬁ”ﬁo d (i efﬁnﬁo)

n=0

S e _ N (oo 1
7;)6 0:7;)(6 )= 1 — e Beo
=e= ﬁ ” %RBT
Als Konsequenz ersetzen wir kg1 bei der Herleitung des R-J-Gesetzes durch é:
812 ¢

W, = 3 efeo —1

Was wir nun in Wiens Formel vom Anfang einsetzen kénnen:
v
T)=1v’g(=
F,T)=v7g(75)
Des Weiteren folgern wir mit de Broglie €y = hv, wobei h ~ 10%7Js das Planck-
sche Wirkungsquantum ist?. Damit kann man W, auch schreiben als:

81 4 h
W, = 6731/ efhv 1
Diese Formel ist auch als Plancksche Strahlungsformel bekannt. Sowohl Wiens
Formel, als auch das Rayleigh-Jeans-Gesetz, sind in ihr als Grenzfélle enthalten

(in ihrem jeweiligen Bereich):

hv R kT hv < kgT
by hve FBT  hy > kgT

eFsT —1

Die Integration iiber alle Frequenzen fiihrt zu einer Neuformulierung diese Stefan-
Boltzmann-Gesetzes vom Anfang dieses Kapitels:

8 5 kb \u
W(T) - (EW C3h3)
Auflerdem gilt fir die mittlere Energie:
. hv
€T B 1

2Planck erhielt fiir die Entdeckung des nach ihm benannten Wirkungsquantums 1919 den
Physik-Nobelpreis des Jahres 1918.
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4.1.3 Teilchen und Wellen

im Folgenden befassen wir uns mit Phinomenen, die auf den Teilchencharakter
des Lichtes und auf den Wellencharakter von Teilchen hindeuten.

Interferenz von Lichtwellen

Hierfiir wird das Doppelspaltexperiment betrachtet. Man verwendet dabei mono-
chromatisches Licht der Wellenlénge X\. Man beobachtet zwei verschiedene Arten
von Interferenzen

Konstruktive Interferenz falls der Gangunterschied g ein Vielfaches von A
ist

Destruktive Interferenz falls g = (n — 1)\

Die Maxima der Lichtintensitét liegen bei
dsina = n\

wobei n =0,1,... und d der Abstand zwischen Doppelspalt und Detektorschirm
ist.

n§ sina=a
Hierbei ist a der Abstand der beiden Spalten. Damit folgt

2a sin «

LY

, was ein klarer Beweis der Wellennatur des Lichtes ist. Siehe auch: Wasser und
Schall.

Photoeffekt

Der Photoeffekt?® wird auch Lichtelektrischer Effekt genannt. Hierbei trifft
Licht mit der Frequenz v und der Intensitdt I auf ein bestimmtes Material und
schligt Elektronen heraus. Wir bremsen die Elektronen mit einer Gegenspannung
U, ab. Man macht dabei unter anderem folgende Beobachtungen:

e Der Photoeffekt tritt fiir Licht erst ab einer Grenzfrequenz v, auf.

e Die kinetische Energie Fy;, der Elektronen ist nur von v abhéngig, nicht
von der Intensitdt des Lichtes. Das steht im Widerspruch zur klassischen
Physik.

e Falls v > v, ist, ist die Anzahl der Elektronen proportional zur Intensitét
des Lichtes.

3vgl Wikipedia
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e Der Effekt tritt sofort auf. Also kénnen die Elektronen keine Energie
Laufsammeln®,

Aus diesen Beobachtungen folgerte Einstein 1905 seine Lichtquantenhypo-
these?: Licht wird darin als Ansammlung von Photonen mit der Energie hv
angesehen. Fiir den Photoeffekt bekam Einstein iibrigens den Physik-Nobelpreis.
Etwas formaler kann man das ganze zusammenfassen, als:

hv = Eyin + Wa

1
Etlichtquant = imUQ + Austrittsarbeit

Compton-Effekt

Um den Compton-Effekt® zu messen, bestrahlt man Elektronen, welche nur
leicht in ihrem jeweiligen Atom gebunden sind, mit Rontgenlicht der Frequenz
vy bzw. der Wellenldnge \g. Neben \g wird weiteres Licht bei A = A\g + A\
nach der Wechselwirkung beobachtet. (Viel Licht mit geringerer Energie). Man
erklart diese Beobachtung durch den Stoff von y-Quanten (Photonen) auf die
e~ (Elektronen) der Atombhiille. Der Photonimpuls ist h—lc") und damit gilt:

h h

WM o AN=A—Ag= A= (1 - cosh)

c c
Man muss dabei relativistische Energie-Impulserhaltung verwenden.
Eine Erkldarung des Phdnomens ist nur mdoglich, falls das Licht als aus Teilchen
bestehend angenommen wird. D.h. Teilchen iibertragen Energie und Impuls

(Teilchenbild).

4.1.4 Atomphysik

Jedes Atom besteht im wesentlichen aus einer Elektronen-Wolke® um den Atom-
kern”. Atome emittieren unter bestimmten Umsténden Licht (Wellen/Quanten).
Im wesentlichen strahlen schwingende (und/oder beschleunigt bewegte) Elektro-
nen einen Teil ihrer Energie als Strahlung ab. Es ist im Prinzip Licht jeder Wel-
lenléinge erlaubt, man beobachtet aber Spektrallinien® (z.B. beim Wasserstoff(H)-

Atom)
1 1 1

v~y — N — — —

A n2 m?
mit n fest, n = 1,2,3,4,(5) und m > n + 1. Weil nur Lichtquanten mit hy =
E,, — E, emittiert werden, sind offensichtlicherweise nur diskrete Energien

4 Physicists use the wave theory on Mondays, Wednesdays and Fridays and the particle
theory on Tuesdays, Thursdays and Saturdays® — William Henry Bragg

5vgl. Wikipedia

6Radius ist in der GréBenordnung von 1A =1 x 1071%m

"Radius ist in der GréBenordnung von 1fm

8vgl. Wikipedia
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der Elektronen erlaubt. Dies ist wiederum ein Widerspruch zum klassischen
Bild der ,Planetenbahnen", auf denen sich die Elektronen bewegen, und damit
auch ein Widerspruch zum Bohrschen Atommodell. Die Quantenhypothese fiir
Elektronenbahnen ist

1
E, = -1366V — —
n

Sie wird unterstiitzt durch den

Franck-Hertz-Versuch

Beim Franck-Hertz-Versuch? werden statt eines kontinuierlich ansteigenden
Stromes starke Abfille beobachtet (nach Schritten von jeweils 4.9eV). Die
Elektronen kénnen die Gegenspannung nicht mehr iiberwinden, da sie Energie an
die Quecksilber-Atome abgeben. Damit gibt es nur diskrete Energien von n-4.9¢eV.
Das Licht der entsprechenden Wellenldnge wird im Versuch nachgewiesen. Fiir
diesen Versuch bekamen Frank und Hertz (nicht Heinrich) 1925 den Physik-
Nobelpreis.

4.1.5 Wellennatur der Teilchen

Beugungsexperimente (Davisson und Germer) von Elektron an Kristallen. Zeigen
die Interferenz von Elektronen-Wellen, wie bei Rontgenstrahlen. Man sieht
einen Gangunterschied und damit eine Interferenz. Die De Broglie-Wellenldnge
von Teilchen ist:

A=
p

4.2 Schrodingergleichung

Der im Experiment beobachtete Welle-Teilchen-Dualismus kann teilweise
in der klassischen Mechanik wiedergefunden'® werden. Man berechnet nun die
Ausbreitung von Punktteilchen durch sogenannte Wirkungswellen. Unter Zu-
hilfenahme der Erfahrung formuliert man schlielich die Schrédingergleichung,
die sich nicht aus weiteren (bekannten) Prinzipien herleiten 14sst.

L0 "
zhakll(r,t) = HU(7,t)

Hierbei ist h = % und H der Hamiltonoperator'!

7
H=> 4V
5 V()

9vgl. Wikipedia

10Tn der Hamilton-Jacobi-Theorie, welche im Kapitel iiber Analytische Mechanik in groben
Zigen behandelt wurde.

1 Der Hamiltonoperator ist ganz analog zur Hamiltonfunktion in der analytischen Mechanik.
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Wir fithren nun den wichtigen Impulsoperator (in der ,Ortsdarstellung®) ein:
5= —ihV

mit V = (8%, 8%, %) Damit kénnen wir den Hamiltonoperator auch wie folgt
schreiben:

h2
2m
V2 ist der Laplace-Operator: V2 = 88722 + 88722 + g—;. U (7, t) ist die Wellenfunk-
tion. Eine Wellenfunktion erfiillt per Definition die Schrédingergleichung!? fiir
ein gegebenes Potential. Sie beschreibt den Zustand eines Systems (z.B. eines
oder mehrerer Teilchen in einem Potential) als Wahrscheinlichkeitsverteilung®®.

H=——V?1+V(f)

Der Hamiltonoperator ist meistens zeitunabhéngig, was die Losung vereinfacht.

4.2.1 Losung der Schrodingergleichung

Wir versuchen, die Schrodingergleichung per Separationsansatz W (7, t) = 1 (7)p(t)
zu 16sen:

i u(Fel) = HUMe()

& (R () = ot HY()
0 1

L = — T

Die linke Seite hangt nur noch von der Zeit ab, die rechte nur noch vom Ort. Da

beide Seiten gleich sind, miissen sie zwangsweise jeweils einen konstanten Wert
haben. Wir folgern nun:

a) ihgo(t) = Ep(t)
b) Hy(7) = EY() Diese Gleichung wird auch als Zeitunabhingige Schridinger-
gleichung bezeichnet

Wobei E eine reelle Zahl ist und oft auch als ,,Energie“ bezeichnet wird. Wir
betrachten nun kurz die Gleichung a) und suchen hierfiir eine Losung. Zuerst
bringen wir aber noch A von der linken auf die rechte Seite um dann zu folgern

) d . E
Zo(t) = —o(t) = —i—p(t
at‘P() dtw() zhsﬂ()
= o(t) = poe ' F
E(poe—iwf

Die Welle hat ,Oszillationen* mit der ,Frequenz* w = %

12Sje bescherte ihrem Schépfer den Physik-Nobelpreis des Jahres 1933.
13 T don’t like it, and I’'m sorry I ever had anything to do with it — Erwin Schrédinger
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4.3 Zeitunabhangige Schrodingergleichung

Die Hamiltonfunktion H beschreibt die Energie eines Systems in der klassischen
Mechanik. Hier, in der Quantenmechanik, gibt es die Energieeigenwerte E des
Hamiltonoperators. Die Losungen der Schrodingergleichung beschreiben die
Energieeigenzustédnde des Systems zu den bestimmten Eigenwerten F.

Bemerkung (Linearitdt der Schrodingergleichung).

Die Schréodingergleichung ist linear in der Zeit. Deswegen kann man aus dem
Anfangszustand (7, tg) (zum Zeitpunkt to) auf den weiteren zeitlichen Verlauf
(7, t) per Schrodingergleichung schlieBen'#. Das Problem ist meistens die Lésung
der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung.

Bemerkung (Materiewelle und Wahrscheinlichkeitsinterpretation).

Es stellt sich nun die Frage, ob ¥(7,t) wirklich eine ,Materiewelle* beschreibt.
Deswegen betrachten wir das (schon im Einfithrungskapitel erwéhnte) Doppel-
spaltexperiment fiir Elektronen. Hierbei ist entweder

a) jeweils ein Spalt abgedeckt oder
b) beide offen

Das Experiment funktioniert mit sehr geringen Intensitdten und sogar mit
einzelnen Teilchen. Das Interferenzmuster sieht man als Histogramm der Elek-
tronen,auftreffer auf dem Detektor. Jede vorherige Beobachtung wiirde die
Interferenz zerstéren und das Elektron behélt seinen Teilchencharakter trotz
dem beobachteten Interferenzeffekt.'® Die Wellenfunktion wird deshalb an einem
Ort von nun als Wahrscheinlichkeitsamplitude angedeutet.

| (7, t)|*d*7 = P[Man findet Teilchen in einer d*#Umgebung von ]

Ein Beispiel sind die beiden Wellenfunktionen ¥; und ¥,, welche etwas iiber die
Wahrscheinlichkeit aussagen, mit welcher das Elektron den ersten oder zweiten
Spalt durchquert hat. Zu beachten ist hierbei:

Wy + Wy* # [0y 7 4 [Wy]?
Beim Doppelspaltexperiment kommt es zur Interferenz der im allgemein komple-
xen Wellenfunktionen. Wihle nun also ¥y 5 = A; 2¢#12 mit |a|? = aa*. Damit
gilt:
|\I/1 + \IJ2|2 = \Alei“"l + A2€iw2|2
= |A1]? + |As)? + AlAQ(ei(wl—w) + e—i(w—cpz))
2cos(p1—¢2)

= |A1]? + |As|? + 241 Ag cos(p1 — ©2)

»Interferenzterm*

Der Interferenzterm kann natiirlich auch negativ sein.

14Vergleiche dies mit der Hamiltonfunktion in der klassischen Mechanik.
15ygl. Feynman Ledcture Bd. 111, 1
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Bemerkung (Normalisierung der Wellenfunktion). Die Wahrscheinlichkeitsin-
terpretation verlangt die Normalisierung der Wellenfunktion, so dass gilt:

/|\IJ 2d3—’_

Sollte die Wellenfunktion nicht normalisiert sein, so muss
/ |U(7, ) |2d3F < oo
gelten, damit eine Normalisierung iiberhaupt moglich ist. Funktionen, welche

die letzte Gleichung erfiillen, werden auch quadratintegrabel genannt.

Bemerkung (Superpositionsprinzip). Da die Schrodingergleichung linear ist,
gilt, dass wenn U (7, t) und Uy(7,¢) Losungen jener Gleichung sind, dann auch
deren Superposition

\IJ(Fv t) = a\DI(Fv t) + 5‘112(77’ t)

eine Losung ist. Weil wir U nur in Form von |¥|? als Wahrscheinlichkeit deuten,
kommt es auf eine globale Phase e'® nicht an:

|\Ij ‘2 \Ijelaqj* —ta \P\II* — ‘\Ij|2

Wohl kommt es aber natiirlich auf die relative Phase zweier Losungen, aus
welcher die Interferenz resultiert, an.

4.3.1 Losung fiir freie Teilchen

Freie Teilchen sind der einfachste Fall, denn hier gilt, dass das Potential per
Definition 0 ist und der Hamiltonoperator damit als
-
H=-—V?
2m
geschrieben werden kann. Nun betrachten wir die Form der méglichen Losungen,
die wir weiter oben gefunden haben:

W(F, 1) = B(Pp(t) = (e !

Wenn man (7) in die zeitunabhingige Schrodingergleichung Hi)(7) = Ey(F)
einsetzt, merkt man, dass 9 (7) diese erfiillt.'® Wir verwenden jetzt den Ansatz

R _ pikow yikyy yiksz

16Hierbei muss E > 0 gelten, da E die Energie reprisentiert.



KAPITEL 4. QUANTENMECHANIK 72

, wobei k zuniichst ein beliebiger aber fester Vektor, auch Wellenvektor genannt,
ist. Zunéchst wenden wir den Laplace-Operator V? auf den Ansatz an:

Lo 92 - .
2 ik k . i
Vet = We’ "= (ikg)(iky)e™ "
— kiezk'r
N 6261'12-%' p2pik-T

Die Losung ist also eine ebene Welle
V(7 t) = ‘Ifoei(E'F_“t)
mit w = £ und:

h

K2 k>
- 2m

e
" 29m

E=hw = w=w(k)

Was ist eine ebene Welle?

Man bezeichnet allgemein alles, was die Form f (lg -7+ wt) erfiillt, als ebene
Welle.
Sie hat ...

an einem festen Ort eine Schwingung:
U — ik 7 e iwt

fest cos(wt)—i sin(wt)

zu einem festen Zeitpunkt ¢ = ¢y eine Schwingung;:

ei(E-rtwto)

Orte mit gleichem Funktionswert sind:

Orte, fiir die im speziellen k-7 = wtg gilt, liegen auf einer Ebene, welche
senkrecht zu k ist.
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fiir t >ty ,wandert“ die Ebene unverdndert in Richtung k. Den gleichen Wert
bekommen wir iibrigens auch fiir:

ez(h-rfwtf%rn)

Das sind viele Ebenen, welche um

_27T

A

verschoben sind. k& wird hierbei auch als Wellenvektor bezeichnet.
Nun vergleichen wir dies mit der schon bekannten de Broglie-Wellenlénge und
folgern:

~—~
Energie eines freien Punktteilchens.

Zur Erinnerung: Der Impulsoperator ist p'= —ihV. Wenden wir diesen nun auf
die Wellenfunktion an folgt

PU(F 1) = —ihVU (7, 1)
= iVl FTwt)
= —ili(+ik)e!FT=w g,
= hkW (7, t)

= p' = hk = Impuls(cigenwert)

4.3.2 Nichtnormierbarkeit ebener Wellen

Erinnerung: Wenn die Wellenfunktion die Aufenthaltswahrscheinlichkeit beschrei-
ben soll, muss

/|x1/(m)|2d3¢?él

gelten, aber es ist stattdessen:

[ opas= [opar = wp [ e

—
=V =00

Wegen |¥|? = % muss ¥y = ﬁ = konstant sein. Damit das gilt, hat man zwei

Moéglichkeiten:
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a) Vendlich (z.B. weil V(Universum) ??? und warum ist die Wahrscheinlichkeit dann {iberall gleich??7?)
damit ist die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen vorzufinden iiberall gleich. Aber es
hat einen festen Impuls, welcher exakt gemessen werden kann.

b) Wellenpaket In diesem Fall nutzen wir das Superpositionsprinzip aus:

W) = a(k) Y b(w)el T

k w

Diese Reihe, auch Fourierreihe genannt, ist damit auch eine Lésung der Schro-
dingergleichung. Fiir kontinuierliche k,w gilt:

U(r,t) = /d3Edw@(E7w)ei(ﬁ~F—wt)

Dieses Integral wird auch Fourierintegral genannt. Wir setzen es nun in die
(etwas umgeformte) Schrédingergleichung ein:

0
h— — H)VU(7,t) =
(zhat YU(Ft) =0
371 7 Rk i(Rr—wt)
= [ &’kdwkw(fw — Je =0
2m

Diese Gleichung wird durch

~ =

U (k,w) = U(k)d(w — w(k))
mit [ J()0(x = wo)dz = f(xo)
\II(Fv t) = /dBE\iJ(E)ei(E'Ffwt)

erfiillt. @(E) ist hierbei Amplitudenfunktion eines Wellenpakets.

4.3.3 Einfaches Beispiel im Eindimensionalen

Die Amplitudenfunktion ist wie folgt gegeben:

@ Uy ko— Ak <k <ko+ Ak
o sonst,

Damit kénnen wir mit der folgenden Formel auf ¥(z,t) schlielen:

_ rkotAk ,
U(x,t) = U / dke' (e k)
ko—Ak
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hk? hk% hko
=— = —+4 —(k—k
2m 2m+ m( o)+
hk? Rk
,704,70]{;

%«1 2m m

w(k)

Damit folgt:

_ ko+Ak 2 g
U(z,t) = ¥y / ellhot gt =S50k q
k

ofAk
a
—_———
Vg
hk
0
ok rRotAR g — — )
= Pyezm e m dk
ko—Ak
I
rk1=ko+Ak ) 1 ) K1 1 ) )
I :/ ezakdk _ fezah _ f(ezanl o ezano)
Ii():k?(]*Ak a Ko a
1 . . 1 . . .
— f(eza(k0+Ak)eza(k0—Ak)) — fewk(ezaAk _ e—zaAk)
a 1Q
1 . ..
= —¢"%09isin aAk
a

= U(x,t) = ioe%ta(w—vgt)ko 2sin((z — vyt)Ak)
, (z —vgt)

Hierbei ist vy = %’“0 die ,,Gruppengeschwindigkeit*.

n?((x — vy t)Ak)
(x — vgt)2Ak?

U (z,t)|2 = |Fo|24AK2

Wir betrachten jetzt die Funktion

Fy) = sinzy _ (siny)2
Yy Y
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y)2

sin
Yy

Y

Im Bereich des ersten Maximums liegen rund 95% der Fldche der Kurve. Damit
konzentriert sich auch die Aufenthaltswahrscheinlichkeit auf —m < Akz(t) <7
mit z(t) =  — vyt. Daraus konnen wir etwas interessantes folgern:

Ak(Tmax — Tmin) = AkAz = 27
= hAkAx =2nh=h
= ApAzx =h

Damit haben wir die Unschérferelation beobachtet. Es besteht ein enger
Zusammenhang mit den Vertauschungsrelationen von Ort und Impuls:

[p:m .’L'] = P2l — TPy

Wird dieser sogenannte Kommutator auf die beliebige Wellenfunktion W (7, t)
angewendet, folgt:

BN N
e 2107, 0) = (—ihz — a(~ih 5 ) U(F )
) 0 R L0
= (—ih %(x\ll(r,t)) f:v(fzh%@(r,t))
|
(%m)wmt)ﬂ%wm)
~

0 0
= —ihU(rt) — ihoe—Y(T, he— (7,
th¥(7,t) zhxax (T,t)-FZﬁxax (7,1)
= —ihWU (7, t)
Somit haben wir eine der fundamentalen Vertauschungsfunktionen gefunden:

_[pg;,$] = [xapm] =ih
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(Vgl. mit den fundamentalen Poisson-Klammern.)

Wenn wir das ganze etwas verallgemeinern, finden wir die verallgemeinerte
Heisenbergsche Unschéirferelation, wobei im Folgenden A, B hermitesche
Operatoren sind.

AAAB = 3|(A,B)|

, wobei AA? = ((A—(A))?) = (A?) — (A)2. Wenn wir die Formel jetzt auf unsere
vorangegangenen Werte anwenden, folgt:

1 h
> = ==
Awlp = 5w pl)] = 5

4.3.4 Eindimensionale Potentialprobleme

Bisher haben wir nur freie Teilchen und Wellenpakete betrachtet. Jetzt versu-
chen wir es mit etwas realistischeren Potentialen. Zunéchst ist es hierfir vollig
ausreichend eindimensionale Systeme zu betrachten. Das betrachtete Problem
ist 5
ihakll(x,t) = HUY(z,t)

mit ) 5 1

P he d

2m +V(z) 2m da? + V(@)

B
15t

Zuerst Separieren wir wieder ¥ zur ¥(z,t) = ¥ (x)p(t) und p(t) ~ e~
() erfillt die stationidre Schrédingergleichung mit gleichem E.

Hi(z) = E(x)

2 2
& (g 4 V@)(E) = Bh)
d? 2m
3 @\I/(x) + F(E —V(z))yY(x)=0

k2(x)
& U (z) + k2 (x)y(z) =0
Bemerkung. Weil V(z) reell ist, gilt, dass auch ¢*(z) eine Losung ist, sofern

¥(x) eine ist. Natiirlich ist auch ¢ (x)+£1¢* (x) eine richtige Losung. Ganz allgemein
sind immer reelle Linearkombinationen der Losungen moglich.

Bemerkung. k%(z)? Betrachte die freie Losung % =FE.

Bemerkung. () ist endlich wegen der Wahrscheinlichkeitsinterpretation von
v
Bemerkung.

V@)= —k(x) ()

——
=—22(B-V(x))
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V(x) darf nur endliche Spriinge haben. Solche Spriinge fithren zu ,Knicken* in
¥, aber 9'(x) und v (z) miissen jeweils stetig sein.

Physikalische Diskussion anhand der méglichen Energien des Teilchens:
Bereich mit £ >V (k? > 0) klassisch erlaubt.

Bereich mit £ =V (k? =0) klassische Umkehrpunkte.

Bereich mit F <V (k? < 0) klassisch verboten.

Was bedeutet das fiir die Wellenfunktion?

E >V — k? > 0 Damit gilt ¢"(z) = —k?*y(z) und 9" hat immer das umge-
kehrte Vorzeichen von . 1 (z) ist aulerdem zur x-Achse hin gekrimmt.
Natiirlich gibt es auch Oszillationen, z.B. wenn V' und k konstant sind gilt
w(x) — etikz

V" = (ik)(2ik)eT R = —k2(x)

Allgemein hat ¢(z) die Form
2m

Y(x) = Ae’t® 4 Bem ik mit k = ﬁ(E -V)

E=V —k?=0= ¢"(z) = 0 Wendepunkt von 9(z)

E <V — k? <0 = ¢"(z) hat immer das gleiche Vorzeichen wie ¥ (z). ¥(x)
immer von der x-Achse weg gekriimmt.

Typische Fille

3 Moglichkeiten gibt es fiir das Verhalten im verbotenen Bereich

a) Asymptotisches Anschmiegen an die z-Achse.

r—r 00

b) / ¢) (x) —— £oo, offensichtlich kénnen dies keine Wahrscheinlichkeitsin-
terpretationen und damit keine physikalischen Losungen sein.

Beispiel (oo-Potentialtopf). Das Potential ist wie folgt definiert!”
oo <0

V=<0 z>a
0 0<Zz<a

Die Losungen auflerhalb des Topfes sind klarerweise ¥(z) = 0. Da innerhalb des
mittleren Bereiches V' = 0 gilt, gibt es dort eine ebene Welle mit

_ 2mE

w(x) _ Aezkaf +Be—ikx k2 =

17"Wobei V = co meistens das gleiche bedeutet, wie E < V.
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Da die Wellenfunktion stetig sein muss, verschwindet sie am Rand des mittleren
Bereiches. Indem wir zusétzlich verlangen, dass die Ableitung der Wellenfunktion
stetig sein muss, kommen wir wie folgt auf die Wellenfunktion im mittleren
Bereich

w(a) _ A(eika o efilca) =0

= ka = 2mn n=1,23,...

o 2
a
27.2 272

po PR AR,
2m 2ma?

Den Faktor A finden wir mittels Normierung

/ i, :/ 4A% sin? krdr = 1
b b

ErfahrungoderIntegraltabelle 4A2a 1
1= = A=—
2 V2a

Damit finden wir die moglichen Wellenfunktionen mit ihren jeweiligen Energien

272
bn(z) = \/gsin(%nx) g AmTh” o
a

a 2ma?

Die Wellenfunktionen stellen stehende Wellen mit diskreten Energieniveaus
im Kasten dar.

Beispiel (Endlicher Potentialtopf). Hier ist das Potential wie folgt gegeben

Vo <0
V=<V z>a
0 0<z<a

Es gibt im wesentlichen zwei Félle

E < Vy Es gibt hier wieder gebundene Zustidnde wie im co-Potentialtopf. Zusétz-
lich konnen die Teilchen jetzt aber potentiell in den ,,verbotenen“ Bereich
E <V eintreten.

E > Vy Zusétzlich gibt es hier sogenannte Streuzustinde. Streuzustéinde findet
zum Beispiel mithilfe eines Streuexperiments: Hierbei ,lduft“ ein Teilchen
oder eine Welle von links im mittleren Bereich ein. Was passiert nun wohl?
Es gibt zwei Moglichkeiten: Reflexion und Transmission mit den dazuge-
horigen Koeffizienten T' < und R > 0. T steigt hierbei mit wachsender
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Energie und hat kleiner werdende Minima bei Vielfachen der ,,Wellenldnge*®,
R verhélt sich entgegengesetzt dazu.

Es gibt dabei ,,Resonanzen“, wenn die Welle in den Potentialtopf hin-
einpasst. Ubrigens: Das Streuexperiment erlaubt mit den Resonanzen
Riickschliisse auf das System, an dem gestreut wurde.

Beispiel (Potentialwall). Ein Potentialwall ist ein ,umgedrehter” Potentialtopf
mit dem Potential

V:{V0>O |z < o
0 sonst

Wir untersuchen nun eine von links einlaufende Welle.
o (x) ~ ethor k3= "FF

Interessant ist der Fall E < Vj, denn klassisch kann das Teilchen / die Welle den
Wall nicht iberwinden. Wir teilen die Wellenfunktion in die 3 Bereiche auf:

Aetkor | Be~tkoz  inks vor dem Wall
Y(x) = Ce™"® im Wall
Detko hinter dem Wall

Die einlaufende Wellenfunktion besteht aus einer einlaufenden und einer reflek-
tierten Welle. Rechnungen fithren zum sogenannten Gamow-Faktor, welcher
die Transmissionswahrscheinlichkeit angibt:

T(E) _ 6_%‘ /2m(v—E)zg

Ein Teilchen landet mit Wahrscheinlichkeit > 0 auf der anderen Seite der Barriere,
obwohl klassisch die Energie nicht ausreicht, diese zu iberwinden. Diesen Effekt
nennt man auch Tunneleffekt.

Gamow. Man kann jede beliebige Potentialbarriere durch Rechteckbarrieren,
wie wir sie schon verwendet haben, als Treppenbarrieren approximieren.

T(E) = I VIR

Wir kénnen jetzt damit den a-Zerfall von Atomkernen erkléren. Der a-Zerfall
ist eine spontane Aussendung von a-Teilchen (Helium-Kerne = 2p + 2n). Er
geschieht ohne Beeinflussung von auflen (z.B. Druck oder Temperatur). Die
a-Teilchen werden mit einer sehr charakteristischen Energie emittiert und die
Halbwertszeiten sind sehr unterschiedlich, z.B.:

22pg . 71 =3 X 107" s
23877 . 71 = 4.5 X 10°a

Geiger-Nutall-Gesetz: A ist die Massenzahl als Summe der Neutronen und
Protonen, und F ist die Energie des a-Teilchens. Nun gilt fiir die Halbwertszeit:

z
In(ry) = A== — B- Z*/* +In(to)

VE
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Wichtig zu erklaren ist dabei vor allem der erste Teil:

Z
J=ATE T

In(r

N

4.3.5 Ausblick: Kronig-Penney-Modell eines Festkorpers

Hier ist das Potential periodisch wie folgt angegeben:

V(z)=D Z 0(x — na)

n=—oo

(Im Wesentlichen nur viele gleich hohe Spikes auf der z-Achse mit Abstand 1.)
Klassisch ist x # na erlaubt. Dann haben wir quasi freie Teilchen und ebene
Wellen mit periodischen Randbedingungen. Wir nehmen wieder die beiden Typen
von Bedingung an Wellenfunktion und verwenden sie.

I. Stetig an dem Rand
Y(na +e€) = Y(na — €) = P(na)
Und damit die Schrodingergleichung (mit € — 07).

na+te 9 na-+te
/7 " (x)dy — h—gnD/na_€ §(x —n)Yp(x)dr

1a—€

_ _2771E/na+5 ’(/)(l‘)dx weil v stetig ist 0
hz na—e
II. Ableitung ist stetig am Rand

2m

1//(5” + 6) - ’(ﬂ/(.’IJ - E) = K2

Dip(na)

Dies ist ein endlicher Sprung in 1)’ an verbotenen Stellen.

Man findet Translationssymmetrien. Insbesondere:

[¥(z +a)|* = i ()

1 unterscheidet sich nur durch den Phasenfaktor e*®:

P(x +a) = e u(x)
u(z + a) = u(x)
Diese Wellen heiflen Bloch-Wellen.
iKan

Mit der Stetigkeit folgern wir a, = e ag, by, = ey, n = 1,2, sofern die
Gleichung 16sbar ist. Dies ist eine Bedingen an mdgliche K, d.h. an mogliche
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Energien. Man sieht ein, dass die Determinante der Koeffizientenmatrix 0 sein
muss.

) 2
A = 2ie'™%(2k cos Ka — 2k cosha — h—n;D sin ka) 20

Dies ist der Fall, wenn

mDa sin ka
=1,2,...
"2 ka nehs

Da K beliebig sein darf, ist nur die rechte Seite der Gleichung < 1. Die rechte
Seite kann wie folgt umgeschrieben werden:

cos Ka = coska +

coseraw y:kaN\/E
Y

Damit konnen wir Energiebénder als erlaubte Zustinde darstellen. Zu diesem
Thema passt auch gut, das Pauli-Prinzip:

Jeder Zustand darf von Fermionen'® nur einmal besetzt werden. Aufgrund des
Spins gibt es zwei ,,Plitze” pro Zustand, es gibt deswegen nur ganz oder halb
gefiillte Bander bei T = 0.

a) ganz gefiillt — Keine freien Zusténde sind leicht erreichbar. Isolator
b) halb gefiillt — Die Zusténde sind durch leichte Anregung erreichbar. Leiter

¢) ,Isolator mit sehr kleiner Bandliicke®. Halbleiter

4.4 Formale Grundlagen der Quantenmechanik

Definition (Zustand). Der Zustand eines Systems ist, analog zu 7 (t) = {q, p,t},

hier in Quantenmechanik ein abstrakter Vektor |¥) (nicht W) aus dem Hilbert-
raum. Meist wird abkiirzend |¥) = |U(t)) gesetzt.

Definition (Hilbertraum). Wir betrachten im Folgenden einen co-dimensionalen
Vektorraum mit einem Skalarprodukt und einer abzihlbaren Basis (es muss
eine solche Basis definierbar sein), dieser Vektorraum ist iiber den C definiert.
D.h. Elemente des Vektorraums konnen mit anderen Elementen des selben
Vektorraums und komplexen Zahlen verkniipft werden. Oder formal:

V), |¢) € H
) + ) € H
cly) +dlp) = |cp +dp) € H

Da der Vektorraum nach Konstruktion abgeschlossen!'? ist und wir fiir ihn ein
Skalarprodukt gefordert haben, kann man den Vektorraum auch als Hilbertraum

18Teilchen mit halbzahligem Spin; Spin = ,,innere Quantenzahl®
19Zumindest, wenn man keine Spezialfille betrachtet.
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H auffassen. Wir iiberpriifen nun einfach zum Spafl die Bedingungen an den
Vektorraum (und dessen Skalarprodukt). Des Weiteren schauen wir uns noch
die Bedingungen fiir Orthogonalitét, ... an:

Es gibt Nullelemente 0, |0) mit

@) +10) = @)
0 ey = 10)
c-[0) = 0)
Inverse
@) = |a) = |e) +|—a) = 10)
Distributivgesetz

c(le) +18)) = cla) + ¢la)
(c+d)|e) = cla) + d]a)

Abzidhlbare Basis B = {|n)} = {|1),|2),]3),...} ist eine Basis, gdw.:

> enln) =10) & V¥n:c, =0
Skalarprodukt

(o] B) ist eine Abbildung von |a) und |3) auf eine komplexe Zahl.

(a|B)y=ceC
(alB)" = (Bla)
(a8 +7) = (alB) + (aly)
c{alB) = (aleB) = (c"a|B)
(a]a) >0 fiir o) #0

Norm
lell = v{ela)
Orthogonalitit Zwei beliebige Vektoren |a) und |3) sind orthogonal, gdw.:
(alB) =0
Orthogonale Basis Seien |n) und |m) beliebige Basisvektoren.
(n|m) = 0 & [n) # |m)
Orthonormale Basis Sei B eine orthogonale Basis.

Vin) € B:|n| =1
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Ein beliebiger Zustand |¢) lasst sich des Weiteren durch Basisvektoren darstellen.
Hierbei kann (n|v) als die Projektion von [¢) in Richtung |n) angesehen werden.
Nach Konstruktion, und weil wir implizit eine orthogonale Basis annehmen, gilt
auflerdem ), |n) (n| = 1. Wobei mit 1 hier die ,Einheitsmatrix“ gemeint ist.

,Lénge* von [|¢) in Richtung |n)

|¢>=Z@,@’|?/T>

n .
Basisvektor

|1} kann also wie folgt dargestellt werden:

(1)
) — | 2l

Wir lassen jetzt zu, dass Index n € N gelten kann?® (und nach Konvention
(n|y) = 1y, ist), womit wir mit ¢)(n) eine komplexe Funktion definieren.

Die abstrakten Zustdnde von |¢) sind Komponenten des Vektors. Indem wir
[t)) als Wellenfunktion betrachten, kommen wir unter anderem auf eine Art
,Ortsdarstellung*:

P(x) = (2[Y) (1-dim.)  bzw. $(F) = (Fly)

Jetzt sind offensichtlich die ¢(7) die Komponenten des |¢) in der Basis |7).
Auflerdem sind die |#) damit die Eigenvektoren des Ortsoperators, da gilt:

=717
Operator

Das vorher definierte Skalarprodukt

(Wle) = (WILle) =Y (In) (nlp)
= Z Yron
n
miissen wir jetzt ,im kontinuierlichen“ (n — 7) als Integral auffassen:

(W) = / Wi () mit 1= / 7|7 (7
(7)™

— [ @ e

Die Wellenfunktionen 3 (x) bzw. 9 (7) sind kongruente Darstellungen des ab-
strakten Zustandes |1)).

20Wir konstruieren uns hier einen Vektorraum der Funktionen, welcher die gleichen Eigen-
schaften wie unser gerade eben definierter Vektorraum haben sollte. Deswegen dndert sich die
Notation auch nicht. Generell ist die Notation mit Bra und Ket abstrakt und versteckt die
wahre mathematische Natur.
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Operatoren In der Regel werden lineare Operatoren betrachtet.

Fiir Operatoren gilt, dass deren Anwendung A |a) = |Aa) einen neuen Zustand
|3) des selben Vektorraumes zur Folge hat. Zwei Operatoren sind identisch,
falls, sie fiir alle Zustédnde |«) das gleiche Ergebnis produzieren. Fiir zwei lineare
Operatoren A und B und a,b € C definieren wir die Addition wie folgt:

(aA+bB)|a) =aAla) + bB|a)
Als Notation verwenden wir:

BAla) = B|Aa) = B(A|a))

Adjungierter Operator Korrespondierend zum Operator A ist AT := AT*.
AT ist also der transponierte und komplex konjugierte Operator.

Selbstadjungierter Operator auch als hermitescher®' Operator bezeichnet
Fiir ihn muss A™ = A gelten. Auflerdem haben hermitesche Operatoren nur
reelle Eigenwerte.
Sei |a) ein Eigenvektor von A zu Eigenwert «, d.h. A |a) = ca. Man rechnet nun
(a]Ala) aus:

da Ai =A

alala) = (alala) = (a|(Aa)) = (alAla) = =" ((Aa)|a) = a” {a|a)
Dies wiirde einen Widerspruch darstellen, wenn « ¢ R wire.
(alB) .
Eigenvektoren |n),|m) sind othogonal: a’ (m|n)* (m|A|n)* = (m|At|n)" =

(n|Alm) = am (n|m) = (am — an) (n|m) = 0= (n|m) = dpm — EV geeignet,
um Basis zu konstruieren.

4.5 Postulate der Quantenmechanik

1) Zustandsraum eines Systems ist ein Hilbertraum. Elemente sind die mégli-
chen Zusténde |¢) des Systems.

2) Observable sind lineare, selbstadjungierte (hermitesche) Operatoren im
Zustandsraum. Die moglichen Messwerte einer Observable sind Eigenwerte.

3) Messprozess Das System ist vor einer Messung im Zustand [¢). Jetzt messen
wir eine Observable A =3 a, |n) (n| — Messung von a, mit Wahrscheinlich-
keit

W, = | (nly) |

21Hermitesch wird wie ,,hermit’sch® ausgesprochen.
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Nach der Messung ist das System im Zustand ) | (n|¢)|~1 (weil als Wahr-
scheinlichkeit betrachtet).
¥y = In) (nl$)

2.B. 1 = [1) (1[)+[2) (2) A = 3|1) (1]+42|2) (2| Messe ,3“ — 3|1) (1[¢)) =
311) (1[1) (1]¢) +0

4) Zeitentwicklung mit der Schréodingergleichung

0
it () = H [9(0)

Bemerkung (zu 3)). So nur giiltig fiir nichtentartete?®> Observable. — |1)
reduziert sich auf Element des entsprechenden Unterraums.

Bemerkung (zu 4)). ,Schrodingerbild“ = Zusténde sind zeitabhéngig, Opera-
toren nicht
vgl. ,Heisenbergbild“ = Zustédnde fix, Operatoren zeitabhéngig

Beispiel (Eindimensionaler harmonischer Oszillator??).
2 1
=2 + —mw?a?
2m 2

vgl. %kxz, k ,,Federkonstante“, w = \/% im klassischen Fall

Wir erwarten gebundene Zustédnde. Wir suchen nun das Spektrum®* von H.
Suchen Eigenzustéinde von H. Kénnen nicht Eigenzustédnde von x oder p sein,
da [H,z] #0, [H,p] #0, [x,p] = ih # 0.

Versuche Linearkombination von x und p a la quadratische Ergénzung. Zwei
neue Operatoren a, a™:

24

(in\/t)

a,at = —
) /
(daz=2" und p=p™)

[a,aT] = [\/ [ p— \/7
1 7
= %([\/mwx, —Wp] [F
[a,b] = ab — ba,a, B € C — [aa, fb] = aff — afba = af[a, b]

F+m]

p, Vmwz))

— 5y (=ile.pl + ifp. 2]
—[z,p]
= %@_

22Entartet bedeutet, dass mehrere Zustande den gleichen Messwert liefern.
23ygl. Wikipedia
24Menge der Eigenwerte


https://de.wikipedia.org/wiki/Harmonischer_Oszillator_%28Quantenmechanik%29
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a und a’ addieren und substrahieren, damit bekommen wir

/ h +
T me(a+a)

hmw
_ ot
5 (a—a™)
1 hmw mw? hk
_ _ )2 "
2m 2 (a—a™) 2 2mw
_hw hw
4 4

mit a? = aa

hw

= Z((12 taat +ata™ —a®+aat +ata— a+2)
hw

= aa*t )
2 ~~

aat=ata+[a,at]=ata+1

hw

= 7(2a+a +1)

(ata)t =ata=N
1
H = hw(N + 5)

N = a™"a ist ein neuer hermitescher Operator
hw
[H,N] = [AwN + 7,N] =0

— Eigenzustdnde von H auch Eigenzustidnde von N.
Hilfsmittel: [a, N], [a™, N].

aN =aa*a= (aTa+[a,at])a
=(N+1)a=Na+a=aN
[a,N]=a

ebenso

atN=a%ata=a%(aa™ +[a",a])
Taat —1) = a® at —a™
N

=a

[at,N] = —a™
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Potenzen durch rekursives Vorgehen:

a’N = a*ata = a(aN) = a(Na + [a, N])
a(Na +a) = aNa + a*

= Na? + da® + a* = Na? + 24*
[a?, N] = 2a*
[a,N]=1-a

Allgemeiner (durch Induktion)

[a?, N] = ga?

(0] = —qa™*

Zuriick zum Eigenwert-Problem von N bzw. H.
Annahme Eigenwert n zu Eigenzustand |n) von N

N |n) =nn)
Was ist nun n? Und wie viele ns gibt es? Probiere

a!N |n) = an|n) = na?|n)
= (Na® + [a%, N]) [n) = (Na® + ga?) [n)
N(a%|n)) = (n — q)(a® |n))

...neue Eigenwertgleichung von N mit Eigenwert (n — ¢) zum Eigenzustand
(a%In)) und ¢ =0,1,2,...

Annahme: n beliebig (€ N)

— q unbeschrankt moglich — auch negative Eigenwerte von N. Damit Eigenwerte
(n — q) fiir beliebige ¢ positiv bleiben (weil n ~ Energie) — Spektrum muss
unten abbrechen, also n auch ganzzahlig, > 0 — insgesamt gilt irgendwann

N(a|n)) = 0(a? n)) = 10)

N(a*"|n)) = (n+q)(a*" |n))
a, a Leiteroperatoren
mit n ganz, > 0,
1
H |n) = ho(n + 3) In)
In) ist Energieeigenzustand. zu E, = hw(n + 3)

|0) hat Energie %‘“, sogenannte Nullpunktsenergie. Anregungen in Quanten
von hw.
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vgl. Modell von Planck.
zu a, aT: Normierung

aln) =cln —1)

1
l=(n—-1n-1)= ] (an]an)
c
1 1
= = (n|ata|n) = —-n(nn)
c? \N/ |02| N——

=1
n
].ZW — C:\/ﬁ

also a|n) = v/nin —1)

analog fiir a*: a™ |n) = vn+1|n+ 1)

konnen alle Zustédnde aus Grundzustand |0) erzeugen: — \/%(a*‘)" |0) = |n)
Hier algebraischer Weg zu den Energien n. Eigenzustédnde als abstrakte Anre-
gungen.

Alternativer Losungsweg:

d
T, p ? dr
— Differentialgleichung des H |¢) = E|¢p) — Hy(x) = E(x)
Losungen mit E,, = hw(n + ) und Wellenfunktionen ¢, (z) = (z|n)

4.5.1 Wasserstoffatom

1 —€?

V(R = V() = V() =

V héngt nur von r, nicht von Richtungen ¥, ¢ ab (in Kugelkoordinaten).

dmeg T

K2 <9
H=—-—"A
2m + V(r)

am besten in Kugelkoordinaten

Komplizierter, aber hier hilfreich

N2 _lﬁ 1t 2 o1 S
Af(rv,0) = Co5 0N+ 5(G55s6mY

Damit kugelsymmetrische Potentiale bzw. Zentralpotentiale.
z.B. Coulomb 22 (H-Atom) (Modelle fiir Atomkerne)

2
sphirischer Oszillator ~ -2
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-V <
sphirischer Potentialtopf ~ { o T=<To
0 r>r

Separate Betrachtung der radialen und der winkelabhéngigen Wellenfunktion.

12 2102 K21, I2

H=_—"_A2 e L=
2m V) 2mr Or2  2mr? ( h2 )+ V()
mit Drehimpulsoperator

L2 1 0 9 1 92

2 oo™ a T e 02

Am Rande: der Drehimpuls ist L=7x 1_3: . L
Damit (bei V(7) = V/(r)) beobachte, [H, L?] = [H, L] = 0, [L, L?]; aber [L;, L;] =
thLy ist zyklisch.

Bemerkung (Symmetrien des Hamiltonoperators). A Observable. Behauptung
[H, A] = 0; H, A besitzen gemeinsame Eigenzustinde (vgl. H, N bei harmoni-
schen Oszillator.). Wenn H |¢,,) = E, |¢,,), E, = Eigenwert zu Eigenzustand
|tn) mit [H,A]=0 - HA=AH

— AH W’n> =HA |wn> = AE, |wn> =E,A |wn>

also H(A [6n)) = Eu(A [tn)

also A |¢,) = Eigenvektor zu H zum gleichen Eigenwert E,,

also A |th,) = ae'® |1,) = |1,) ist Eigenvektor von H und A.

So auch fiir H, L?; D.h. Eigenzustinde von L2 sind auch Energieeigenzustinde
von radialsymmetrischen Systemen.

Losung des Eigenwert-Problem von H

Hy(7) = Ey(r)

Ansatz ¢ (7) = R(r)W (49, ¢).
W (9, ¢) sind Eigenfunktionen vom L2:

LY (9, 0) = R+ )Y (0, )

Y™ (¥, ¢) = ,Kugelflachenfunktionen®, ,Spherical Harmonics*
(0, ) ~ e PP cos 1)
P (z) = generalisierte Legendrepolynome
1

1=0,1,2,3,... Drehimpulsquantenzahl
— (I —=1),...,+l magnetische Quantenzahl.
H, L?] = 0 haben Zustinde zu festem [ und m = —l,...,l die gleiche
——

2041
Energie.



Anhang A

Organisatorisches

A.1 Literatur

e Teubner-Taschenbuch der Mathematik ! Teubner Verlag — Gute und
zusammenfassende Formelsammlung und Integraltabellen, gut auf dem
Schreibtisch zu haben

e S. Grossmann, Mathematischer Einfiihrungskurs in die Physik, Teubner
Verlag — Die Wichtigsten Hilfsmittel fiir die theoretische Physik

e Schéfer/Georgi/Trippler, Mathematik-Vorkurs, Teubner Verlag — Abitur-
Stoff und etwas mehr

e L. Papula, Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler, Vieweg
Verlag

e P. Furlan, Das gelbe Rechenbuch, Verlag Martina Furlan
e F. Kuypers, Klassische Mechanik, 5. Auflage, Wiley-VCH

e [. Honerkamp, H. Rémer, Klassische theoretische Physik, digitalisierte 3.
Auflage

e F. Hund, Grundbegriffe der Physik, BI Hochschulbiicher (sehr alt), gibt’s
in der Fachbibliothek

A.1.1 Gute Lernmaterialen

FEine Liste von Materialien, welche beim Lernen helfen und welche besser sind,
als die wenigen Altklausuren?.

Lehemals Bronstein, Semendjajew, . ..
2Die Fachschaft hat nur 4 Altklausuren ohne Musterlésungen
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ANHANG A. ORGANISATORISCHES 92

Grundkurs Theoretische Physik 2, Nolting Ein gutes Buch mit vielen Auf-
gaben zu Langrange und Hamilton. Es ist in der Bibliothek in ausreichender
Menge vorhanden.

wikibooks: Aufgaben Theorische Mechanik Einfache Aufgaben zum Langran-
ge (wobei das sphérische Pendel in der letzten Klausur dran kam), welche
gut und ausfiihrlich erklart sind.

Blitter des letzten Jahres Im letzten Jahr, waren 7 von 13 Ubungsblittern
zum Thema Quantenmechanik. Sie waren einfacher, also ndher an Klau-
suraufgaben, und verstdndlicher als die aktuellen. Sie werden leider nicht
mehr auf der Website der Vorlesung verlinkt, sind aber dennoch zugénglich.
Die Blédtter B und Losungen L findet ihr unter
http://www.tkm.kit.edu/downloads/ss2014_modphys_info/mod_phys_
inf_2014_{BI|L} [Nummer] .pdf

http://physik.leech.it/pub/ Sammlung von Altklausuren von Physikstuden-
ten. Die Klausuren zu Theo B (Analytische Mechanik) und Theo D (Quan-
tenmechanik) sind teilweise zur Vorbereitung geeignet. Denn meine Erfah-
rung ist, fiir dieses Fach, dass es besser ist den voll und ganz zu verstehen,
als dutzende von Altklausuren zu rechnen.

Quantenphysik fiir Dummies / Steven Holzner Ein Buch, dass die Quan-
tenmechanik gut erklért. Es ist in der Bib in der Lehrbuchsammlung Physik
zu finden.


https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensammlung_Physik:_Theoretische_Mechanik
http://physik.leech.it/pub/

Anhang B

Mathematische Grundlagen

B.1 Mathematischer Merkzettel
B.1.1 Funktionen

log, = In,log; 0 =1g,log, =1d
a x a
log, (z%) = a,log(zy) = log(x) + log(y)Jog(g) = log(z) — log(y),log,(z") = alog,(x)

l’al'b — xa+b’l,aya _ (my)a’ (Za)b7blogbm —

) 1 log,, (x
log,, ¥z =  log (@), logy(1) = 0,log,(x) = -
1
—1 =
&z %@ = Thp)
sin® z + cos® x = 1,sin(0) = sin(7) = --- = 0,
3 3
cos(0) = 1 = — cos(m)sin(5) = 1 = —sin(T). cos( ) = cos( ) =0

B.1.2 Komplexe Zahlen

2z = a + iby,  Eine Zahl im Raum der komplexen Zahlen C. ay ist hierbei der
Realteil, R(zx), und by der Imaginérteil, I(zx), von z.

Komplex konjugierte Zahl zu zj ist z = ax — ibg.

Betragsquadrat von z; in C ist definiert durch

‘Zk|2 = Zp2L = ai —|—bz eR
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Multiplikation Allgemein gilt fiir die Multiplikation von komplexen Zahlen
mit einem Skalar
czi = cap + icby,c € R

. Fiir die Multiplikation zweier komplexer Zahlen

2129 = (alag — blbg) + i(a1b2 + agbl) eC

Addition
21+ 29 = (a1 +Q2)+i(b1 —I—bz) eC

Polardarstellung

25 = TRe' % 2 = rpe Tk

wobei gilt Fulersche Formel
ret® = rcos¢ + isin¢

damit gilt fiir das Betragsquadrat offensichtlich

|2l? =12
und fiir die Multiplikation zweier komplexer Zahlen

2129 = T1T2€i(¢1+¢2)

zk ist sozusagen ein ,Vektor“ in der komplexen Zahlenebene, also im zweidi-

mensionalen Raum C. Die Multiplikation entspricht hierbei einer gemeinsamen
Rotation um beide Winkel und einer kombinierten Streckung um beide Betrége.

B.1.3 Matrizen

spur(A) = Summe der Diagonaleintrige, weiteres (Addition, Multiplikation und
Determinante): siehe Lineare Algebra.

1
T; = Mijl‘j <~ E Mijxj
j=1

B.1.4 Ableitung

Mehrfache Ableitung

d, d B _d2f(x)
(@) = da(def (@) =

n-te Ableitung: %f(x)
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Grundlagen
(@) = 7'(x) = def (@)
d = az® ! fiira # 0
dz
Linearitat
2 (af () + bgle) = L F () + b g(x)
o @f (@ 9(z)) = a—f(x LI
Kettenregel
d d d
T a@) = (- 1) (o)
Quotientenregel
d @) _ (G f@)g() — f@)(Gz9()
dz g(z) g(x)?
Eulersches
d In(z) = 1 ie‘“” = ae®
dz ozl dr
Trigonometrisches
e sin(az) = acos(ax), P cos(axr) = —asin(ax)
d 1
— =1 ) = ———
P tan(z) + tan“(z) o2 ()
1
aarctan(x) = —aarccot(m) =112
— aresin(z) = — -+ axceos(r) = ——
1 aresin(z) = —— arccos(z) = i
Totale Ableitung
)
df(mla . axn) gt ailidxz
Im Speziellen
d _0f ofdz  Of dy

f(t9(t), h(t))

a St Tor @t "oyt
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Nabla
0

000
ox’ 0y’ 0z'  oF

=

Vi =(

B.1.5 Integration

[ f(x)da = Fy(x) ist die Stammfunktion von f(z) beziiglich der Integration in
x — ddaFp(z) = f(x)

Konkret

Linearitat

/(af(m) + bg(x))de = a/f(a:)dx+b/g(a:)dx

Partielle Integration

Variablensubstitution

z=b y(xz=b) dx
/I e / )

Integration durch Parameterableitung

/f(x,a)dx:/%Fa(x,a)dx: %/Fa(x,a)dx

wobei F,(x,a) die Stammfunktion von f(z,a) beziiglich der Integration in a ist.

Bestimmtes Integral
b 1 ,
cdpe = [—— c+1
/a xdx [c—f— T lo

Unbestimmtes Integral

1
/a:cdx = ﬁxcﬂ + const
c
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[dat(@) = [ sy

Konventionen

B.1.6 Vektoren

Spaltprodukt

-,

Ax(bxd) =bx (@xa)=ex(d@xb)

B.1.7 Totales Differential

df = f(Z +dZ) = f(@), f = (&) = f(21,...,2n)

df Anderung unabhingig von den Koordinaten. partielle Ableitung (alle anderen
Koordinaten fest)
0f(Z)

817,’

dl‘i

z.B. n=2: f(ﬂf,y)
0f(@.y) 40 o Q((x,y))ydy

if = =52 of

allgemein
_ - 0f (@)

df, dz, dy, ...sind Variablen, ,,0f* nicht



Anhang C

Losungen zu Blatt 12

Das folgende sind meine Losungen des Blattes 12. Uber Fehlerkorrekturen oder
Ergidnzungen freue ich mich natirlich, denn ich habe die Aufgaben nur nach
bestem Wissen beantwortet.

C.1 Mechanik

C.1.1 Aufgabe) Teilchen im Zentralpotential
Masse m, r = ||, Potential V(r) = —1

a) Die allgemeine Langrange-Gleichung heifit hier

. 1 . Viir)=— 1
LG ) = gmi2 = V() VT Sm(i g+ 5%+ 2
.

3R

Mit den Zylinderkoordinaten, kénnen wir die kartesischen Koordinaten wie folgt
schreiben

T = pcoso
y=psing
z=2z
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Und damit sind die Geschwindigkeiten

T = pcos¢p — psing
y = psing + pcos @
2=2

Mit einfachem Einsetzen und quadrieren (oder einfach nur quadrieren der gege-
benen Form von p) findet man die Lagrangefunktion in den Zylinderkoordinaten

v

N _ 1 L ,
Lp, p, b, d,2,2) = §m(p2 +p2* + %) + - = im(p2 +p2* + %) +

N

c) Damit eine Koordinate 7 zyklisch ist, muss gelten

oL

-0
or

Womit der 7-Impuls auch konstant und damit erhalten ist.

Wenn man sich die Lagrange-Funktion ansieht, sieht man, dass sie nicht von ¢

abhingt. Oder formaler
oL

— =0
¢
Damit haben wir die Erhaltungsgrofie
oL 9
=—=m = konstant
P =55 p-o
Und weil es hilfreich fiir spéater ist, berechnen wir auch noch p, und p,
oL .
p, = — = mZ = konstant
0z
oL

pp:%_mp

d) Allgemein ist die (Euler-)Lagrange-Gleichung fiir einen Koordinatensatz

(7,7)

doL oL
dt or Ot

Nun kénnen wir fir jede der 3 Koordinaten die Lagrange-Gleichung aufstellen,

dabei behalten wir aber immer die Erkenntnisse aus ¢) im Hinterkopf um
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Rechenaufwand zu sparen.

d oL : . . o
— —— = 2mpy 2 = 2pf =0
& 99 mppg + mp” ¢ PP + p° o
doL .
atoz "
L
oL___ 1z smiy —L Lo
0z N 02 + 22
doL_ .
aap P
L . :
a—:mpqﬁzf% émpfmp¢2+¢3;0
9 N NrEr

e) Annahmen: z =0, p=0 und ¢ =0
Aus der Annahme folgt offensichtlich auch z2 = 0,2 =0, = 0, p = konstant und
¢ = konstant

P

. !
mjp—mpd? + —22— Lo
/p2 + 22
mit Annahme lg ; mp¢2
p

&y =mptd?

m
Wenn wir jetzt I’ = 2[ einsetzen
4]?
"= p(l') = — =4p(l
p = p(l) o p(l)
g)
H =mp? +mp?d® + mz% — —m(p* + p°¢* + %) — ——=
p-+mp=o 5"+ P70 ) N
L .o 5o P L .2 gl
=omp” +mo~(p” — 7)) + gmE - ——=
2 2 2 p2+Z2
_ iy vy 1p? v

_2m+2mp2+2m NI
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i)
1 v 1 v
z H} = z 2 z z 2 - zy T
b HY = o = 40205} +{peo 5 b g {0 22} — s

=0 — =0
=0 =0

=0

C.1.2 Aufgabe) Lagrangegleichungen & Erhaltungssitze

a)
V =—(mz1 + Mz2)g
T = %(mzﬁ + M Z5?)
b)
L=T-V= %(mzﬁ + Mz%) + (mz) + M2o)g
mit [ =7R+21+20 = z=1—2z —7Rund % = -7,
L= %(m+M)z'12 +mgz1 + Mg(l — z1 — 7R)
da R«

~
~

(m+ M),z'12 +mgz + Mg(l — 1)

DN =

c) Energieerhaltung?

d)

Da laut Aufgabenstellung gilt m < M, gilt, dass die Masse m sich beschleunigt
von der Erde nach oben entfernt, dass also die Masse M immer schneller zum
Boden hin fallt. Die Beschleunigung der Masse ist mit z; = — 7R — 25 und
damit zo ~ —2z1:

m—M

m+ M7

Zo =
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e)
21(t) = 29 +vot + = gt
1 0 0 2m M

Damit bewegt sich die Masse m beschleunigt nach oben.

C.2 Spezielle Relativitatstheorie

C.2.1 Relativistisches Dinosaurierei

v =0.9c. ¢ = 30a (im Bezugssystems der Rakete).

a) ,Bewegte Uhren gehen langsamer*

RSOV SRR (|
! — 2 /19

102

-30a ~ 68.82a

s =t~ 61.94Lj

b)
/ /
= A = ﬂ -15cm ~ 6.54 cm
¥ 10

t
t=qt' = —=~v = v=y/1-10"12.¢

tl

C.2.2 Geschwindigkeitsaddition

Einfaches Ausrechnen, wie bei einem der Ubungsblitter.

C.3 Quantenmechanik

C.3.1 Aufgabe) ZerflieBendes Wellenpaket

m=1x10"3kg, t =0 ~ Az = 10~'°m Im folgenden gehen wir einfach wie im
Hinweis skizziert vor.

Az(t) = va(l + (At)2 = y/a(l + ( ht )2)

2ma
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Zuerst berechnen wir a
Az(t) = va=10""m
=a=10""m
Nun formen wir das Ganze nach ¢t um undc erhalten
t= 2ma% w -1
Sei nun (wie im Hinweis) Az = 2 x 107 m, dann gilt

(2x1071%m 1 3ma
t = 2ma \/ 10 m 1:2ma%\/4— = 3

Ein «a-Teilchen braucht fir das Zerflielen des Wellenpakets offensichtlich viel
kiirzer, da m = 1073 kg < mqy = 4 x 10727 kg

C.3.2 Aufgabe) Rechteckpotential

Rechteckpotential, um xy zentriert, mit Breite ¢ und Hohe Vj. Teilchen hat
Masse m.

a) 0 < E < V. Teilchen néahert sich der Barriere von links.
Schwingung links auf mittlerem Niveau — e™* artige Kurve im Potential
— Schwingung mit anfdnglicher Frequenz auf niedrigerem Niveau.

b) Allgemein ist die stationére Schrodingergleichung

h? 9*y(x)
- — B
S Vi(a) = By(a)
diese kann man Umschreiben zu
*Y(z)  2m
E—
L = B - V) b(w)
—k2
Da E — Vy < 0, ziehen wir das Minus aus der Wurzel
Vo— F
k=iy/2m=2 =
—_———

K

Nun setzen wir dies in den Ansatz ein
ik —1/2 B
ethe — o—re — 4 me

Das k x VV, k x —VE, k x /m und & in keiner Beziehung zu a steht, sollte
offensichtlich sein.
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c) Ansatz
Aetkrr | Be—thiz g4 -5
,ll) — Ceikz.'li + De—ikz.'li _% S T S %
Eef1# 4 Fe~thiz g $

Wie im Aufgabenteil b) finden wir k1 und ky. Nur das diesmal F — Vp > 0 und
damit kein Vorzeichen herausgezogen werden muss.

E-_V
=0

ky = =
E—V,

ke = [2m=—

Da Ae*® + Be™ ™% o sin(kz) kénnen wir folgern, dass bei gréfieren k die
Wellenldnge kleiner ist. Offensichtlich ist ko < k1, somit ist auch die Wellenldnge
im mittleren Bereich grofier und in den beiden dufleren Bereichen kleiner.

C.3.3 Aufgabe) Rechteckpotential

Ein Potentialtopf um 0 zentriert, mit der Breite a und dem Potential Vj < E < 0.

a) Im klassisch verbotenen Bereich, ist es eine jeweils abfallende e-Funktion.
Im mittleren Bereich zeichnet man eine um 0 zentrierte cos-Funktion mit der
Wellenlénge a. Hierbei zu beachten ist, dass F < 0.

Aere = Ac"VIECEE) g o

Ae~rw = Ae”COVIREEE) 5

Bett® 4 Cetke sonst
Wobei k= [22 (E — Vj).

——
>0

c¢) E > 0. Wir erinnern uns an die vorherige Aufgabe. Offensichtlich hat die
Wellenfunktion folgende Struktur:

Aeiklx + Bef’iklz T
,11[} — Ceikgw + De—ikzw _
Eeiklx +Fe—ik1x T

Vol A

wis 1A
IS
IN
e
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k1 und ko findet man wie gewohnt

E-V
=0
kl = 2m 527
E—-V
<0
kz = 2mT
= k1 < ko

Damit gilt mit der Begriindung von der letzten Aufgabe, dass die Wellenlédnge
im mittleren Bereich kleiner, als jene in den &ufleren Bereichen ist.

C.3.4 Aufgabe) Hilbertraumvektoren
A h(o 1
) (1 o)

a) Zuerst berechnen wir den Normierungsvektor N iiber die Wahrscheinlich-
keitsbetrachtung der Eigenvektoren, fir die gelten muss (z|z) = 1:

(U |U,) :NQ(DTG) = N?.2 = N = \%

Nun berechnen wir noch die beiden Eigenwerte. Fiir diese gilt nach Definition
Sy |x) = A|z). Konkret gilt

h (1
8. |Uz) = 2N<1) = A, N |Uz)
h
A h 1\ ¢
S, |Dy) = 2N< ) ) = ADEN< > = Ap, N |U,)
h

b) Betrachteter Vektor: [¢) = N, (ifg)

Normierung: (v|y) = Ni((l +V3)3 +(1-v3)?) = Ni -8 = Ny =
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Man sieht auf den ersten Blick, dass |¢) auch wie folgt geschrieben werden kann
(Achtung mit den Normierungsfaktoren):

Q(IUQ +V3|Dy))

(RGN

c) Da schon alles wichtige in der Aufgabenstellung angegeben ist, kann man
einfach ausrechnen und findet dann

Anmerkung: Unbedingt immer die Wahrscheinlichkeiten addieren, addieren sich
diese nicht zu 1 auf, ist was falsch.

d) Das zu zeigen ist durch einfaches Ausrechnen moglich:

ge_ P (0 1\ h(0 1\ _A (10
©72\1 0/ 2\1 0) 4\0 1



Anhang D

Ubungsmitschriebe

D.1 Blatt 0

D.1.1 Aufgabe 12

Anfangsauslenkung ¢(t = 0) = ¢o, ¢o klein und ¢y < 7.

Typisches Problem in der Physik — auch in der Quantenmechanik(,,harmonischer
Oszillator*.

Mathematisches Pendel mit der Differentialgleichung

d2

@qb(t) + w?sin(é(t)) = 0

Winkelgeschwindigkeit: w(t) = ¢(t). Hier ist w? = 4, g Schwerebeschleunigung
der Erde, [ Seillinge. )
Kleine Winkel: sin(¢) = ¢ — sin(z) R z,2 < 1, ¢ +w?¢p =0

Welche Funktion ¢(t) gibt 2-mal abgeleitet sich selbst mit —w? als Faktor?
Ansatz: ¢a(t) = ce! i

Test: ¢a(t) = c(Fiw)eT™! und ¢4 (t) = c(Fiw)?et™t = —w2p (1)

Allgemein: ¢(t) = c1e™" 4 coe™ . Was sind die Werte von ¢; und co?

Man gewinnt sie aus den Anfangsbedingungen ¢o und ¢(t = 0): ¢(t = 0) =
c1+ca=¢ound ¢(t =0) =iw(c; —¢c3) = Ppp = w

Bemerkung: mit ¢,(t) = cet™t = ¢(cos(wt) + isin(wt)) siecht man, dass die
allgemeine Losung eine Uberlagerung zweier Losungen ist, Kosinus und Sinus . . .

107
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D.2 Blatt 1

D.2.1 Aufgabe 1

Die Anzahl der Freiheitsgrade entspricht der Anzahl der ,freien, unabhéngigen
Koordinaten*

Allgemein Ein Freiheitsgrad ist ein Parameter, der dass physikalische System
beschreibt und frei ist, also keiner Zwangsbedingung unterliegt. Oder, die frei
wihlbaren und voneinander unabhéngigen Bewegungsmoglichkeiten (salopp ge-
sagt).Jede Symmetrieachse schrinkt dies weiter ein.

Hat man s Zwangsbedingungen und N Freiheitsgrade pro Dimension, so hat
man f = dN — s Freiheitsgrade.

a

Ein Massepunkt in d Dimensionen hat d Freiheitsgrade.

b

Ein starrer Korper, z.B. eine Kugel, mit rdumlicher Ausdehnung kann zusétzlich
noch rotieren. Damit ist mit d = 3: z(t), y(t), z(¢) und Rotationsrichtungen
@(t),0(t),(t) — 6 Freiheitsgrade

C

Sphirisches Pendel im 3-Dimensionalen, mit Pendelldnge {. Im 3-Dimensionalen:
22 4 y? 422 =12
— f =2 Entweder ich wdhle 2 Winkel oder angepasst an der Problem wdahlt man

2 Koordinaten im Koordinatensystem auf der Oberfliche.

d

Gegeben zwei gekoppelte Pendel! im zweidimensionalen. Die Pendellingen sind
konstant, damit hat man zwei Zwangsbedingungen und 2 Freiheitsgrade. Die
Freiheitsgrade sind zum Beispiel die beiden Winkel. Der erste zwischen erstem
Pendel und Senkrechter, der zweite zwischen dem ersten Pendel und dem zweiten.

ldass eine hingt am anderen


https://de.wikipedia.org/wiki/Starrer_K%C3%B6rper
http://de.wikipedia.org/wiki/Sph%C3%A4risches_Pendel
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D.2.2 Aufgabe 2

F(t) _ (a cos(wt))7a’ b>0

bsin(wt)

Ellipse.

ii ,Lissajous-Figur®
Wy = 2&]1

a cos(wt)
7(t) = | bsin(wt)
ct
Die ersten beiden Teile sind die Rotation in z-y, lineare Bewegung in z — Schraub-
bewegung

i Zeichnung

ii Periodendauer T = 22 — h = ¢T
h=z2 -2z =7—h=cT

cos(wt)
7t)=r sin(()wt) = x(t)€, + y(t)€, mit z(t) = rcos(wt), y(t) = rsin(wt) und

€, €y sind die Einheitsvektoren.

z(t) —w sin(wt) —wy(t)
i) =7t)=|9@t) | = wcos(wt) | = wz(?)
2(¢) z(t) z(t)
w? cos(wt)
a(t) = v(t) = 7(t) = —r | wisin(wt) | = —w*# (t)


http://de.wikipedia.org/wiki/Lissajous-Figur
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ii Beschleunigung senkrecht zu Bewegung und 7 entgegengesetzt. Fad Zentri-
petalkraft, 17 = 7-0=0,d | -F—>7-d#£0F =mad

iii M= ME,m =mg, |ﬂ =Ts.

Gegeben: ﬁg = meSMET% = mesTiéwEg, wobei
Richtung 7 zeigt.

Frage: Geschwindigkeit vg

Aus ii: ag = |@] = w?rg

|ﬁ| = mjal, |FG| = GmiigIE = mSw2TS — 7"5002 o G% = %’US = rglvg =

S T
[~ Mg
Gt

D.2.3 Aufgabe 3

S Is

Léange 1 hat und in die

Differentialgleichung— #(t)?

F = —mge. = mi(t) = 0

X
it)=0—=z(t)=c = z(t) =1t +c2
v cos(a)
t=0=1y= 0
vsin(a)
— v,(0) = vcos(a) = ¢; = veos(a),z(0) =0—c2 =0
a

Bild von Parabel...

0 cos(a)
Ft=0)=10],9t=0)=v 0
0 sin(«)
N .- 0
F = —mge, = mr(t) = 0

—mg
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x?
¢
t)=0—x(t)=c — z(t) = / crdt’ = et + o
0

Anfangsbedingungen v, (0) = v cos(a) = ¢; = vcos(a) und (0) =0 — c2 =0
damit folgt x(t) = vt cos(a)

y?
t
(t) = 0 = §(t) = c5 — y(t) = / cadt! = cat + c4
0

Anfangsbedingungen: v,(0) =0 und y(0) =0 -+ cs =c4 =0 — y(¢t) =0

z?
1
F=—g— 2(t)=—gt+c5 — 2(t) = 592?2GT2 + st + ¢

Anfangsbedingungen: 2(0)v sin(a) und 2(0) = 0 — ¢5 = vsin(a ) g =0—2(t) =
—2gt? 4+ vtsin(a) Parabel in t —— z(t) = vtcos(a) — t = Tooetay — At ) =
—397 C§§2(a) + Vcos@) sin(a) = ztan(a) — 1%#{)‘2(@9& — z(x) beschreibt
Parabel in z

b

Maximale Distanz?

o 2(tgn) = (vsin(a))ten — Sgt3, = 0 = tou+ = 20 4 f(usintedyy g
— tz = 0 und tg,+ = 2250
z(th) = 2= cos(oz) sin(a) = 25 Sm(;o‘) v sn;(m) = x(a) mit sin(z+y) =
sm(ac) co ( ) +sin(y) cos(z), x(a) hat ein Maximum 2y fiir o = J
D.24 4
a
Geschwindigkeiten vor dem StoB: ¢ und @ (v | —2)
Mit ,,Actlo = Reactio®: [} = mlrl — mgrg Fy=—F — o (mlrl +m2’l“2) =0
— m1r1 +m2r2 =0 — m1r1 = 777127"2 — F1 = 7F2 — mlvl +m21}2 =

p1 + p2 = p'= konstant — Gesamtlmpulserhaltung. Absehen von Richtungen:
m1v1 + mave = myv] + mavh, v] und v Geschwindigkeiten nach dem Stof
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b

Gesamtenergieerhaltung: Nur kinetische Energie Eyi, = 3

1 1
Ime? — —mo® + fmzv% =
2 2
Energie vor dem Stof}
1 N
*ml”l) —MmovU e
2 v 2 2

Energie nach dem Stof

C

Nach dem Sto v} und v4. Impulserhaltung: mivy + move = myv] + mov)
— my(v; —v]) = ma(vh — vg)

Energicerhaltung: miv2 +mov? = myv's +mov’s — my(v2 —v'7) = ma(v'3 — v2)
— ml(vl — ’U’l)(’Ugl + ’U’l) = mg(vlz — 1}2)(1)/2 + ’UQ) — v + ’Ull = U/Q =+ Vo
— v — vy = —(v'; —v'y) — die Relativgeschwindigkeiten vor und nach dem
Stof} &ndern die Richtung

v — v2 = v’y — v’; und Impulserhaltung

Firv'y: 0] =v'9+v9—v; und v’y = 1 ( mav’o+maove+myvy) — %v'ﬁ—v’l =
2 UQ + ’Ul( — :?Tf)

4) ’U 1= (m1 — mg)’Ul + ngvg/(ml -+ mg)

mo—m1)vs2)

Analog: v'1 = 2myv; + ( (m1+mz)
und gilt zu dem v9 = 0 folgt v'1 = 0 und v'5 = v;

Fur my = mg = m folgt vy = v9 und v'5 = v;

D.3 Blatt 2

D.3.1 4

mi = —kzx

Ansatz z(t) = cxer — #(t) = c>\/\2 M= \22(1)

mi(t) =m\z(t) > A2 =—£ 5 A =2/—E =4 /E A = )\, Gesamt:
z(t) = cre’t +c_ ettt = cle’\lt + et N\ = )\+, A2 = A_ = —\; Anfangsbe-
dingungen: z(t = 0) = 29 = ¢1+ ¢ und &(t = 0) = vy = 61/\1 +e2da = Ai(c1—ea)
—catce=zundc —c =30 e = %(zo—kv—o) und ¢y = %(xo—f\—?),
M=/ E =iw — z(t) = L(z0¥ 03 o)t 4 1 (o — )\l)e’>‘175 = lag(e™l 4 e +
100 (giwt _ =it it cos(wt) = % (! 4 €™!) und sm(wt) = %i(e’“” et Ener-

1
2 tw 5
gie @(t) = —zowsin(wt) + vo cos(wt) E =T +V = tmi? + 3 (letzter Term:
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Federpotential von harmonischem Oszillator) = $m(vg cos(wt) — zow sin(wt)) =
lmvo + mw? 22 — Energieerhaltung im Reibungsfreien Fall

k
b mi = —kx + focos(wot) = & +w?x = % cos(wpt) Die Losung ist eine Super-

position aus der Losung xo(t) der freien Gleichung aus a und einer sogenannten
Partikulérlésung x,, mit dem Ansatz x,(t) = co cos(wot — @)

Setze x,(t) in ¢1 +co = z¢ ein: &, = —cowp sin(wot — @), &) = —cow cos(wot — @)
— Gptwamy, = —cp cos(wot—¢)+w?co cos(wot—¢) mit cos(z+y) = cos(x) cos(y)F
sin(z) sin(y) — £ 10 cos(wt) = co(w? — wi)(cos(wot) cos(¢) — sin(wot) sin(¢)) 0 =
cos(wot)(co(w? — wg) cos(¢) — %) — sin(wot) (co(w? — W) sin(¢))

Wenn das fiir alle ¢ gelten soll, so muss jeder Term, proportional zu cos(wgt)
und sin(wot), separat verschwinden — co(w? — w3)cos(¢) — % = 0(i) und
co(w? — wd) sin(¢) = 0(ii)

Bestimme ¢y und ¢. (i) — (i*) co(w? — w?) cos(¢) = %

(i)/(i*) — 22 — g = tan(¢) — Erlaubte Werte fiir ¢ sind 0, £, .

cos(¢p)
s
(i%)2 + (i1)? — c2(w? — wd)?(cos?(p) + sin?(¢)) = ﬁ; — Co = w2f0w2 Resonanz-
0
katastrophe fir wy = w
Gesamt: x(t) = xo(t) + z,(¢)

x(t) = xg cos(wt) + 22 sin(wt) + %g cos(wot — @)
9

D.3.2 2

Lagrange-Gleichung 2. Art entspricht Euler-Lagrange-Gleichung. L(q, (j) = T((j) —

V()

L(Z,7) = $m@—V (&) = im(i*+79*+2?)—V(Z), drei generalisierte Koordinaten
und Geschwindigkeiten und fiir jeden Satz (x, &), (y,9), (2, ) gibt es eine Euler-
Lagrange-Gleichung

Betrachte nur x: L(z, @) = 4mi?—V(z) » $2£—9L = 0 - & (mi)—(-2L) =0
— mi + %—Z =0— mi= —%—Z = F, Fin Teilchen der Masse m erfdhrt im

Potential V() eine Kraft F,, = —%

D.3.3 3

Erinnerung (¢, ¢; : 5 (6%(;@) 0
x =rsin(yp), y = —rcos(p), z=0
vy = & =l cos(¢)g, vy = Isin(p)p
e x und y sind nicht unabhingig: 22 + y? =12 = [?

e Eine freie KoordmategpL T-V = imi*—mgy = 1 (v2 +ui4v?)—mgy =
sm(1? cos?(p)p? + 12 sin®(¢)?) + mgl cos(p) = 2ml2gp +mglcos(4p) =
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L, #)

Ly, ¢) ist von ¢ und ¢ abhingig — ¢ ist keine zyklische Koordinate — Euler-
Lagrange-Gleichung fiir (¢, ¢): %(%)_% =0— & (ml*p)—(—mglsin(p)) =0

— ml2p + mglsin(p) =0 — @+ %sin(gp) =0

Pendel
Bemerkung Héatte L nicht V' abgehéingt, also L =T = %m{)’ = %ml%’vg.
= : d (9L AL d 9L oL 2,
Dann wire ¢ zyklisch und $(5z2) — 52 = 0 = g5z = 0 = 5z = ml%¢

Erhaltungsgréfie und Drehimpuls

D.4 Blatt 3
D.4.1 Aufgabe 1

1 2 . 1 . .
L= Tges—Vges = 5’”12(@%Jﬂpg)—(—mgl[COS(<P1)+COS(<P2)]+§’€52(51D(<P1)—Sln(@z)Q)
kleine Winkel: 1, 2: sin(p) ~ ¢, cos(p) ~ 1 — p? ~ 1

Lo, 1 1
= imIZ(g@% + ¢3) + 2mgl — §k12(¢1 — )’ + §m95(*¢% )

Euler-Lagrange (Lagrange 2. Art)

d 0L OL .
dop g 07 mi®@1 — (—kl* (1 — @2) — mglpr)
d 0L oL

- = _ — 0= 2080 _ 2 _ _
190, 90 0 =ml"Pa — (kl*(v1 — p2) — mglps)

9
l

. g k
— —_— — —_ p— 0
P27 02 (o1 — 2)

N k
P1+Ze—14+ —(p1 —¢2)=0
m

Entkopple die beiden Gleichungen: Definiere die Normalkoordinaten Uy = @1 — o
und ¥s = @1 + o Durch Addieren bzw. Subtrahieren der beiden Gleichungen

9

\I;l—i_l

k
U, +2—0;, =0
m

\i/ﬁ%%:o

— 2 entkoppelte DGL &, = —(4+ 2%)\111 mit w? = g+ 2% und ¥, = — 90,

mit w3 = 9, ¥y und ¥y unabhéngige Oszillatoren, zu l6sen wie gehabt.
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3 Fille Gleichschwingung (1 = @2)

— W =0,V =201 = 202 — $1 + $p1 = 0 und @ + 2 = 0 Beide Pendel
schwingen mit gleicher Amplitude und gleicher Frequenz w? = g
Gegenschwingung (w2 = —¢1)

= Wy =0, =2¢1 = =205 = @1+ (£ +25)p; =0, G2+ ($ +2E)pp = 0.
Gegenschwingung: Die Pendel schwingen mit der gleichen Amplitude, aber
gegenteiliger Phase und mit einer Frequenz w? = w3 = g+ % >4

Schwebung (p2(t =0) # 0,01(t =0) =0)

— W(t =0) = —pa(t =0), Wa(t =0) =t =0)

Weiterhin: ¢2(t =0) = ¢1(t =0) =0

Allgemeiner Fall In Normalkoordinaten im Allgemeinen Fall 2 Losungen
freier Pendel .
\I/O
U(t) = U cos(wit) + w—l sin(wst)
1
WO
U(t) = WY cos(wat) + w—2 sin(wat)
2

[\v]

+ 2 , Wy =
= 1w (1) + ‘1’2( )); @2(t) = 5(=T1(t) + Pa(t))

— p1(t) = $[09 cos(wyt) + ‘P— sin(w1t) + ¥ cos(wot) + % sin(wot)] und @o(t) =
21— 09 cos(wit) + ‘11— bln(wlt) + W9 cos(wat) + \Ij— 2 sin(wot)]

mit wi =4 +2L =w
Ortskoordinaten: (¢

\_/NJ[\’)

Anfangsbedingungen: 0y # 0,00 = 07<p2 =0 =0 0 = -, ¥ =
0 Uy = @2,\113 =0—- o1(t) = %[ Y cos(wit) + ¢9 COS(WQt)] und gpl(t) =
2169 COb(Lth) + 3 cos(wit)]

Einschub 3[cos(z) + cos(y)] = cos(£FY) cos(25%) und L[cos(z) — cos(y)] =
z+y) T— y)

— sin( 3

sin(

— 1(t) = Py sin(=2#1) sin(#1522) und 1 (t) = @ cos(#25=4) cos(5%2)

D.4.2 Aufgabe 2

Freie Koordinaten: z, ¢

1
L=T-V= 5m(a’32+y2+22)—mgz
x, y, z sind nicht unabhingig: y? + 22 =12 = 2
Koordinatenwechsel: (z,y,2) — (z,7,0) — ¢ = z, y = rsin(p) = lsiny,
z = —rcos(p) = —lcos(p)
—&=a,9=Ipcos(p), £ =1psin(p) = L = %m(i‘2+l2¢2 cos® () + 12¢? sin®(p) )2 g2+

mgl cos(p)
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. x zyklisch . .
(z, @) %(g—’;)f%:()%%(mx):mxzo

Bewegungsgleichung mit konstanter GeSZhWindigkeit in  und damit Impulser-

haltung in x

(0, @) = §(55) = G5 = 0 = F(ml*¢) — (—=mglsin(p)) = 0 = G+ ¢ sin(p) =0

Pendelgleichung

Zusammen: mi = 0 und ¢ sin(p) = 0 sind zwei unabhéngige Bewegungsglei-

chungen.

Erhgltungsséitze: L ist nicht explizit von & abhéngig — x zyklischen Koordinate
L

— §i = mi = p, erhalten

D.4.3 Aufgabe 3

L= T1 +T2—V1 —V2 = %ml(ajlz—k. . )—|—%m2(5€%+ .. ) - (—mlgzl) — (—ngZQ)
Geschickter ist es, dem Problem angepasste Koordinaten zu verwenden: Da
sich my auf einem Kreis mit r? = (I — r3)?, da sich my auf einer Sphire mit
r3 = 2% + y? + 2?2 bewegt.

— my: Polarkoordinaten (Zylinderkoordinaten)

Tr1 =T COS((pl)

y1 = r1sin(p1)

Z1 =z

ma: Sphérische /Kugelkoordinaten

To = T'9 COS o Sin O

Yo = T2 Sin o sin O

Z9 = T2 COS 92

Zwangsbedingungen: z; = konstant = 0

r1+ro=10—1ry=1Ir1
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